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МЕХАНОЕЛЕКТРОМАГНІТНА ВЗАЄМОДІЯ В ІЗОТРОПНИХ ДІЕЛЕКТРИКАХ 
З УРАХУВАННЯМ ЛОКАЛЬНОГО ЗМІЩЕННЯ МАСИ 
 

Íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî¿ ðàí³øå ìîäåë³ åëåêòðîìàãí³òîìåõàí³êè ïîëÿðèçîâ-
íèõ ò³ë, ÿêà âðàõîâóº ïðîöåñ ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ ìàñè, êëþ÷îâ³ ð³âíÿííÿ çà-
ïèñàíî â³äíîñíî â³äïîâ³äíèõ ñêàëÿðíèõ ³ âåêòîðíèõ ïîòåíö³àë³â. Çàïðîïîíî-
âàíî óçàãàëüíåííÿ êàë³áðóâàííÿ Ëîðåíöà, ïðè ÿêîìó ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ñêàëÿðíîãî òà âåêòîðíîãî ïîòåíö³àë³â åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ ñòàþòü íå-
çâ’ÿçàíèìè. Çàïèñàíî ðîçâ’ÿçóâàëüíó ñèñòåìó ð³âíÿíü â³äíîñíî ïîòåíö³àë³â ó 
áåçðîçì³ðíèé ôîðì³ òà îòðèìàíî ïàðàìåòð âçàºìîçâ’ÿçêó ïðîöåñ³â ëîêàëü-
íîãî çì³ùåííÿ ìàñè òà äåôîðìóâàííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì ö³º¿ ñèñòåìè äîñë³ä-
æåíî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ó áåçìåæíîìó ³çîòðîïíîìó ñåðå-
äîâèù³. Ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü îïèñóº äèñïåðñ³þ ìîäèô³êîâàíî¿ ïðóæíî¿ õâèë³ â 
îáëàñò³ âèñîêèõ ÷àñòîò. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ ç â³äîìèìè ó 
ë³òåðàòóð³, îòðèìàíèìè ç âèêîðèñòàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü ´ðàä³ºíòíî¿ òåîð³¿ 
ï’ºçîåëåêòðèê³â.  

 
1. Âñòóï. Ó êëàñè÷íèõ òåîð³ÿõ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ìåõàí³êè ä³åëåêòðèê³â 

çà ñïðÿæåí³ ïàðàìåòðè ñòàíó ïðèéìàþòü òåíçîðè äåôîðìàö³¿ – íàïðóæåíü 
òà âåêòîðè íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ – ïîëÿðèçàö³¿. Òàêèé ï³äõ³ä ó 
ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³ äîçâîëÿº âðàõóâàòè âçàºìîä³þ ìåõàí³÷íèõ òà åëåêò-
ðîìàãí³òíèõ ïîë³â â àí³çîòðîïíèõ ìàòåð³àëàõ (ï’ºçîåëåêòðèêàõ) [9–13, 21]. 
Äëÿ ³çîòðîïíèõ ò³ë âçàºìîçâ’ÿçîê ìåõàí³÷íèõ òà åëåêòðîìàãí³òíèõ ïîë³â ó 
òàêèõ ìîäåëÿõ â³äñóòí³é, ùî íå óçãîäæóºòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè åêñïåðèìåí-
òàëüíèõ äîñë³äæåíü [11]. Ó ïðàö³ [2] çà ïàðàìåòðè ñòàíó, ùî õàðàêòåðèçó-
þòü ïðîöåñ ïîëÿðèçàö³¿ (ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó), âèáðà-
íî òåíçîðíó õàðàêòåðèñòèêó ðîçïîä³ëó çâ’ÿçàíèõ çàðÿä³â ³ òåíçîð åëåêò-
ðè÷íèõ íàïðóæåíü òà îòðèìàíî ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà îïè-
ñóº âçàºìîçâ’ÿçîê ìåõàí³÷íèõ, òåïëîâèõ òà åëåêòðîìàãí³òíèõ ïол³â â åëåêò-
ðîïðîâ³äíîìó íåïîëÿðèçîâàíîìó ³çîòðîïíîìó òâåðäîìó ò³ë³. Ó ðîáîòàõ [17, 
20] ðîçøèðåíî ïðîñò³ð ïàðàìåòð³â ñòàíó ä³åëåêòðè÷íèõ ò³ë ³, êð³ì âåêòîð-
íèõ ïàðàìåòð³â íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ – ïîëÿðèçàö³¿, ââåäåíî 
ïàðó òåíçîðíèõ õàðàêòåðèñòèê, îäí³ºþ ç ÿêèõ º ´ðàä³ºíò âåêòîðà ïîëÿðèçà-
ö³¿. Òàêà íåëîêàëüíà òåîð³ÿ ÿê³ñíî äîáðå îïèñóº äèñïåðñ³þ êîðîòêèõ õâèëü 
[18, 22, 24], âñòàíîâëåíó åêñïåðèìåíòàëüíî [15, 16] àíîìàëüíó çàëåæí³ñòü 
ºìíîñò³ òîíêèõ ä³åëåêòðè÷íèõ ïë³âîê â³ä ¿õ òîâùèíè [17, 24], à òàêîæ âðà-
õîâóº ó ë³íåàðèçîâàíîìó íàáëèæåíí³ âçàºìîä³þ ìåõàí³÷íèõ òà åëåêòðîìàã-
í³òíèõ ïîë³â ó ò³ëàõ ³ç öåíòðàëüíîþ ñèìåòð³ºþ [19]. Îãëÿä äîñë³äæåíü, ïðî-
âåäåíèõ ó ðàìêàõ íåëîêàëüíèõ òåîð³é ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ò³ë, ìîæíà çíàéòè 
ó ïðàöÿõ [10, 23].  

Ó ðîáîòàõ [3, 4, 14] ïîêàçàíî, ùî âðàõóâàííÿ â ïîëÿðèçîâíèõ ò³ëàõ, 
îêð³ì ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó, òàêîæ ³ ëîêàëüíîãî çì³-
ùåííÿ ìàñè ïðèâîäèòü äî ñï³ââ³äíîøåíü, ÿê³ îïèñóþòü ó ë³íåàðèçîâàíîìó 
íàáëèæåíí³ ìåõàíîåëåêòðîìàãí³òíó âçàºìîä³þ â ³çîòðîïíèõ ìàòåð³àëàõ. 
Îäèí ³ç øëÿõ³â âðàõóâàííÿ íåîáîðîòíîñò³ ïðîöåñ³â ëîêàëüíèõ çì³ùåíü ìàñè 
òà åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó çàïðîïîíîâàíî â [4]. Ïîáóäîâàí³ òàêèì ÷èíîì ìîäå-
ë³ ïîëÿðèçîâíèõ ò³ë º íåëîêàëüíèìè [4, 5] ³ òàêîæ äîçâîëÿþòü îïèñàòè àíî-
ìàë³þ Ì³äà [7].  

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º ïîäàëüøå äîñë³äæåííÿ (ó ðàìêàõ çàïðîïîíîâàíèõ 
àâòîðàìè ðàí³øå ìîäåëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü) åôåêò³â ìåõàíîåëåêòðîìàãí³òíî¿ 
âçàºìîä³¿ äëÿ ³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â.  

2. Âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ. ßêùî çà âèçíà÷àëüí³ ôóíêö³¿ âèáðàòè çáóðåííÿ 
ôóíêö³é âåêòîð³â ïåðåì³ùåííÿ u , íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî E , ³íäóêö³¿ 

ìàãí³òíîãî B  ïîë³â ³ ñêàëÿðíî¿ âåëè÷èíè 0π π π
′ ′ ′µ = µ − µ , òî â ³çîòåðì³÷íîìó 
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ë³íåàðèçîâàíîìó íàáëèæåíí³ êëþ÷îâà ñèñòåìà ñï³ââ³äíîøåíü ìîäåë³ åëåêò-
ðîìàãí³òîìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ òâåðäèõ ò³ë, ùî âðàõîâóº ëîêàëüíå çì³ùåí-
íÿ ìàñè, ìàº âèãëÿä [3, 14] 
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Òóò π π
′µ = µ − µ ; , πµ µ  – õ³ì³÷íèé ïîòåíö³àë ³ ì³ðà çì³íè ïèòîìî¿ âíóòð³ø-

íüî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè, ñïðè÷èíåíî¿ ëîêàëüíèì çì³ùåííÿì ìàñè; 0ρ  – ãóñòèíà 

ìàñè ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó; F  – âåêòîð ìàñîâèõ ñèë; 0 0
p
Eaε = ε − ρ  – 

ä³åëåêòðè÷íà ïðîíèêí³ñòü ñåðåäîâèùà, à 0ε  òà 0µ  – ä³åëåêòðè÷íà òà ìàã-

í³òíà ïðîíèêíîñò³ âàêóóìó; ea ρ , aµ
ρ , aπ

µ , 1 2,  a aσ σ , Ea µ , p
Ea  – õàðàêòåðèñòèêè 

ìàòåð³àëó;   – îïåðàòîð Ãàì³ëüòîíà; ∆  – îïåðàòîð Ëàïëàñà; « ⊗ », « »× , 
« ⋅ » – ñèìâîëè â³äïîâ³äíî ä³àäíîãî, âåêòîðíîãî òà ñêàëÿðíîãî äîáóòê³â. 
Çàçíà÷èìî, ùî ñèñòåìà ð³âíÿíü (1)–(3) çàïèñàíà äëÿ âèõ³äíîãî ñòàíó, â ÿêî-
ìó 0=u , 0π π

′ ′µ = µ , 0π
′µ =∇ .  

3. Ïîòåíö³àëüíèé îïèñ.  
3.1. Êàë³áðóâàííÿ Ëîðåíöà. Ïîäàìî âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ u  ÿê ñóìó 

éîãî ïîòåíö³àëüíî¿ òà âèõðîâî¿ ñêëàäîâèõ, à íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî E  
òà ìàãí³òíîãî B  ïîë³â, ÿê ïðèéíÿòî â åëåêòðîäèíàì³ö³ [1, 11], ÷åðåç ñêà-
ëÿðíèé (åëåêòðè÷íèé) ïîòåíö³àë eϕ  ³ âåêòîðíèé ïîòåíö³àë A : 

 ,         m= ϕ + × ⋅u   ψ ψ = 0 ,  (4) 

 ,           e t
∂= − ϕ − = ×
∂
AE B A  .  (5) 

Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì âåêòîð ìàñîâèõ ñèë F  çàïèøåìî ó âèãëÿä³  
 = Φ + ×F   Ψ . 
Òîä³, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (4), ç ð³âíÿííÿ ðóõó (1) ìàºìî 
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ßêùî òåïåð ñï³ââ³äíîøåííÿ (5) ï³äñòàâèòè â îñòàííº ç ð³âíÿíü ñèñòåìè (3), 
òî îòðèìàºìî  
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Ïðèéìåìî íàäàë³, ùî ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà êàë³áðóâàííÿ Ëîðåíöà [1] 

 0 0e

t
∂ϕ

⋅ + µ ε =
∂

A .  (9) 

Çà âðàõóâàííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (9) ð³âíÿííÿ (8) íàáóäå âèãëÿäó 
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ßêùî ïîäàííÿ (5) äëÿ âåêòîðà íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ï³äñòàâèòè 
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ó òðåòº ç ð³âíÿíü ñèñòåìè (3) ³ âðàõóâàòè ôîðìóëó (9), òî ó ï³äñóìêó îäåð-
æèìî 
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Âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (9) òà (11), øëÿõîì ï³äñòàíîâêè ôîðìóë (4), (5)1 
ó ð³âíÿííÿ (2) ìàºìî  
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ρ  ′ ′+ ∆µ − λ µ = − λ ∆ϕ  ρε 
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Òóò 2 1 0a aπ µ −
µ ρλ = − >( )  [8]. Âåëè÷èíà 1−λ  ìàº ðîçì³ðí³ñòü äîâæèíè ³ º õà-

ðàêòåðíîþ â³ääàëþ [7].  
Òàêèì ÷èíîì, ïåðåéøîâøè äî ïîòåíö³àëüíîãî îïèñó çã³äíî ç ôîðìóëà-

ìè (4), (5) ³ ïðèéíÿâøè óìîâó êàë³áðóâàííÿ Ëîðåíöà (9), çàì³ñòü êëþ÷îâèõ 
ð³âíÿíü (1)–(3) ìîäåë³ ëîêàëüíî ´ðàä³ºíòíî¿ åëåêòðîìàãí³òîìåõàí³êè îòðè-
ìóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü (6), (7), (10)–(12). Ð³âíÿííÿ (7) äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíê-
ö³¿ ψ  íå º ïîâ’ÿçàíå ç ðåøòîþ ð³âíÿíü ö³º¿ ñèñòåìè. Öå ñâ³ä÷èòü, ùî çì³íà 
ôîðìè íå ïîâ’ÿçàíà íå ò³ëüêè ç³ çì³íîþ îá’ºìó (ñòèñêîì-ðîçòÿãîì), à é ç ëî-
êàëüíèì çì³ùåííÿì ìàñè òà åëåêòðîìàãí³òíèìè ïðîöåñàìè. Ïîïåðå÷íà õâè-
ëÿ º ìåõàí³÷íîþ. Íà ïðîòèâàãó öüîìó ìåõàí³÷íèé ïðîöåñ çì³íè îá’ºìó (ÿêèé 
õàðàêòåðèçóºòüñÿ ñêàëÿðíèì ïîòåíö³àëîì mϕ ) âçàºìîçâ’ÿçàíèé ç ïðîöåñîì 

ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ ìàñè (ð³âíÿííÿ (6) ³ (12)). Ëîêàëüíå çì³ùåííÿ ìàñè º 
ïðè÷èíîþ çáóðåííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ (äèâ. ð³âíÿííÿ (10), (11)). Ïðè 
öüîìó äëÿ çáóðåííÿ ³íäóêö³¿ ìàãí³òíîãî ïîëÿ îòðèìóºìî îäíîð³äíå ð³âíÿí-
íÿ. Ñïðàâä³, ä³þ÷è îïåðàòîðîì rot  íà ð³âíÿííÿ (10) ³ âðàõîâóþ÷è, ùî =B  
= × A , à 0π

′× µ = ( ) , îòðèìóºìî 
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Öå ñâ³ä÷èòü, ùî ìàãí³òíà ñêëàäîâà åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ íå ïîâ’ÿçàíà í³ ç 
ïðîöåñàìè ñòèñêó-ðîçòÿãó, í³ çñóâó, í³ ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ ìàñè. À äëÿ 

âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ e t
∂= − ϕ −
∂
AE   ç ð³âíÿíü (10) 

³ (11) îäåðæóºìî òàêå íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ:  
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî çáóðåííÿ ôóíêö³¿ π
′µ  (ïðîöåñ ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ 

ìàñè) º ïðè÷èíîþ âèíèêíåííÿ çáóðåííÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Çàçíà÷èìî ïðè 
öüîìó, ùî äëÿ âåêòîðíî¿ âåëè÷èíè  

 0 Ea µ
µ π

ρ
′= − µ

ε
E E   (14) 

ç (13) îäåðæóºìî òàêå îäíîð³äíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ: 
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E
E . (15) 

Öå îçíà÷àº, ùî çáóðåííÿ âåëè÷èíè µE  íå ïîâ’ÿçàíå í³ ç ìåõàí³÷íèìè ïðî-

öåñàìè, í³ ç ëîêàëüíèì çì³ùåííÿì ìàñè.  
ßêùî ð³âíÿííÿ (6) ï³äñòàâèòè ó (12), òî ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (6), (7), (10)–

(12) ìîæíà âèêëþ÷èòè ôóíêö³þ π
′µ . Òîä³ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ mϕ  îäåð-

æóºìî òàêå ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó: 
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+ + − ∆∆ϕ − ρ − + λ ∆ϕ +    

ε ρ ∂    
( )  

 
22

02 2
0 02

1 0
Em

a

t a

µ
π
µ

ρ  ∂ ϕ
+ ρ λ + ρ λ Φ − + ∆Φ =  

∂ ε  
. 

ßêùî ðîçâ’ÿçîê mϕ  öüîãî ð³âíÿííÿ çíàéäåíî, òî ç ð³âíÿííÿ (6) îá÷èñëþºìî 

ôóíêö³þ π
′µ , à íà îñíîâ³ (10) òà (11) âèçíà÷àºìî íåâ³äîì³ âåêòîðíó A  ³ ñêà-

ëÿðíó eϕ  ôóíêö³¿.  

3.2. Óçàãàëüíåíå êàë³áðóâàííÿ Ëîðåíöà. Ç îãëÿäó íà ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(14) ââåäåìî ôóíêö³þ eµϕ  òàêó, ùî  

 0 E
e e

a µ
µ π

ρ
′ϕ = ϕ + µ

ε
 , (16) 

ÿêó íàçâåìî óçàãàëüíåíèì ñêàëÿðíèì ïîòåíö³àëîì. Çà óìîâó êàë³áðóâàííÿ 
ïðèéìåìî òåïåð ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 0 0
e

t
µ∂ϕ

⋅ + µ ε =
∂

A , (17) 

ÿêå äëÿ ìîäåë³, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, óçàãàëüíþº êàë³áðóâàííÿ Ëîðåíöà (9). 
Òîä³ ç ð³âíÿíü (8), (11) äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî ïîòåíö³àëó A  òà óçà-
ãàëüíåíîãî ñêàëÿðíîãî ïîòåíö³àëó eµϕ  îòðèìàºìî îäíîð³äí³ ð³âíÿííÿ  

 
2

0 2
0

t
∂∆ − µ ε =
∂

AA ,  (18) 

 
2

0 2
0e

e
t

µ
µ

∂ ϕ
∆ϕ − µ ε =

∂
. (19) 

Ð³âíÿííÿ (6), (7), (12), ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîòåíö³àë³â ψ , 

mϕ  òà π
′µ , çàëèøàþòüñÿ áåç çì³í. Òàêèì ÷èíîì, ïðîöåñè, ÿê³ îïèñóþòüñÿ 

ïîëÿìè ,  Aψ  òà emϕ , íå ïîâ’ÿçàí³ í³ ì³æ ñîáîþ, í³ ç ïðîöåñàìè ëîêàëüíîãî 

çì³ùåííÿ ìàñè òà ñòèñêó-ðîçòÿãó.  

4. Áåçðîçì³ðíà ôîðìà ð³âíÿíü. Ââåäåìî òàê³ áåçðîçì³ðí³ âåëè÷èíè: 

 ,    ,          ,      ,        em
m e

m e

t
L t

µ
µ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

µ

ϕϕ
= τ = ϕ = = ϕ =

ϕ ψ ϕ
rR

ψ
ψ , 

 ,      ,       ,        
A

π
µ∗ ∗ ∗ ∗

π

′µ Φ′ ′= µ = Φ = =
µ Φ Ψ

AA
 ΨΨ . 

Òóò r  – ðàä³óñ-âåêòîð äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ò³ëà; L∗ , t∗ , m
∗ϕ , ∗ψ , e

∗
µϕ , A∗ , ∗

πµ , 

∗Φ , ∗Ψ  – â³äïîâ³äí³ õàðàêòåðí³ çíà÷åííÿ ðîçãëÿäóâàíèõ âåëè÷èí. Äëÿ òà-
êèì ÷èíîì ââåäåíèõ áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí îïåðàòîð Ëàïëàñà òà ïîõ³äíà çà 
÷àñîì íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 2( ) ,           L t
t

∗ ∗∂ ∂∆ = ∆ =
∂τ ∂

. 

Òîä³ ñèñòåìó ð³âíÿíü (6), (7), (12), (18), (19) çàïèøåìî òàê:  

 
22

2
1

m
m

v
c

∗
π

∂ ϕ  ′∆ϕ − − Φ = − µ  ℑ  ∂τ
M ,  (20) 

 
22

2
2

0
v
c

∗
∂ ∆ − − = 

  ∂τ

ψ
ψ Ψ ,  (21) 
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 2 2
mπ π

′ ′∆µ − ξ µ = − ξ ℑ∆ϕ , (22) 

 
2

2
0 2

0v∗
∂

∆ − µ ε =
∂τ

A
A ,  (23) 

 
2

2
0 2

0e
e v µ
µ ∗

∂ ϕ
∆ϕ − µ ε =

∂τ
. (24) 

Òóò  

 

12 2

1 2 2
0 0 0

2 ,        
e e e ma a a

a a
a a L

− ∗
ρ ρ ρσ σ
µ µ ∗ ∗
ρ ρ π

ϕ 
= + − ℑ = 

ρ ρ ρ µ 
M , 

 

1 22
0

0 0,           1
Ea

L
a

−
µ∗

π
µ

ρ 
ξ = ξ ξ = λ + 

ε 

/

, 

2

1 1 2
00

12
ea

c a a
a

ρσ σ
µ
ρ

 
= + −  ρρ 

 – øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³, 

2 2
0

1c aσ
ρ=  – øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ïîïåðå÷íî¿ õâèë³, Lv

t

∗

∗ ∗=  – õàðàêòåð-

íà øâèäê³ñòü, à õàðàêòåðí³ çíà÷åííÿ ∗Φ , ∗Ψ  âèáðàíî òàê: 
2
1
2m

c

L
∗ ∗

∗Φ = ϕ , 

2
2

0

a

L

σ
∗ ∗

∗Ψ = ψ
ρ

.  

Ïîä³ºìî íà ð³âíÿííÿ (20) îïåðàòîðîì 2
2 ≡ ∆ − ξL , à íà ð³âíÿííÿ (22) – 

îïåðàòîðîì 
2

2
1 2 2

1

1v
c

∗
∂≡ ∆ −
∂τ

L . Ó ï³äñóìêó îòðèìàºìî 

 1 2 2m mµϕ − ε ∆ϕ = ΦL L L ,  

 1 2 0π µ π
′ ′µ − ε ∆µ =L L   , 

äå 2
µε = ξM  – ïàðàìåòð âçàºìîçâ’ÿçêó ïðîöåñ³â ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ ìàñè 

òà äåôîðìóâàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ó òåðìîïðóæíîñò³ àíàëîã³÷íèì ÷èíîì 
ââåäåíî ïàðàìåòð âçàºìîçâ’ÿçêó òåïëîâèõ ³ äåôîðìàö³éíèõ ïðîöåñ³â (äèâ., 
íàïðèêëàä, [6]).  

Íàäàë³ äëÿ çðó÷íîñò³ áóäåìî îïóñêàòè ï³äêðåñëåííÿ, ÿêèì â³äì³÷åíî 
â³äïîâ³äí³ áåçðîçì³ðí³ âåëè÷èíè. Íà ïîâåðíåííÿ äî ðîçì³ðíèõ âåëè÷èí êîæ-
íîãî ðàçó áóäå âêàçàíî. 

5. Ïëîñêà õâèëÿ ó áåçìåæíîìó ñåðåäîâèù³. Íåõàé ó ñåðåäîâèù³, â³ä-
íåñåíîìó äî äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz , óçäîâæ îñ³ Ox  ïîøèðþ-
ºòüñÿ ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ÷àñòîòè ω . Ïðèéìàºìî, ùî ìàñîâ³ ñèëè 
â³äñóòí³ ( 0,  0Φ = =Ψ ). Çà òàêî¿ çîâí³øíüî¿ ä³¿ ð³âíÿííÿ (20)–(24) íàáó-
âàþòü âèãëÿäó  

 
22 2

2 2
2

0
v
cX

∗∂ ∂ − = 
 ∂ ∂τ

ψ ψ
,  (25) 

 
2 22

2 2
1

m mv
cX
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∂ ϕ ∂ ϕ  ′− = − µ  ℑ ∂ ∂τ
M ,  (26) 

 
2 2

2 2
2 2

m

X X
π

π

′∂ µ ∂ ϕ′− ξ µ = − ξ ℑ
∂ ∂

, (27) 
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2 2

2
02 2

0v
X

∗
∂ ∂− µ ε =
∂ ∂τ

A A ,  (28) 

 
2 2

2
02 2

0e ev
X

µ µ
∗

∂ ϕ ∂ ϕ
− µ ε =

∂ ∂τ
. (29) 

Òóò /X x L∗= . Ïîäàìî øóêàí³ ôóíêö³¿ ( , ) ( , ), ( , ), ( , )mf X X X Xπ
′τ = ϕ τ τ µ τψ{ , 

( , )X τA , ( , )e Xµϕ τ }  ó âèãëÿä³ ïëîñêèõ õâèëü ( , ) i X if X e− + ωττ  æ , äå t∗ω = ω , 

kL∗=æ , k  – õâèëüîâå ÷èñëî. Òîä³ ç ñèñòåìè (25)–(29) îäåðæèìî òàê³ äèñ-
ïåðñ³éí³ ð³âíÿííÿ: 

2
2

2
0

v
c
∗ω − = 

 
æ ,  

2 2
4 2 2

1 1
(1 ) 0

v v
c c
∗ ∗ω ω    + ξ + − − ξ =        

æ æ M , 

 2 2 2
0 0v∗− µ ε ω =æ . (30) 

ßêùî ó äðóãîìó ð³âíÿíí³ ñèñòåìè (30) âåëè÷èíè 2ξ  ³ M  çàì³íèòè â³äïîâ³ä-

íî íà 
0

ε
αε

 ³ 2k , òî âîíî ñï³âïàäå ç äèñïåðñ³éíèì ð³âíÿííÿì äëÿ ïîçäîâæ-

íüî¿ êâàç³ïðóæíî¿ õâèë³, îòðèìàíèì ó ïðàö³ [24] ç âèêîðèñòàííÿì ´ðàä³ºíò-
íî¿ òåîð³¿ ï’ºçîåëåêòðèê³â. (Ñèìâîëàìè ε  ³ 0ε  â [24] ïîçíà÷åíî àáñîëþòíó 

ä³åëåêòðè÷íó ïðîíèêí³ñòü ó ò³ë³ òà âàêóóì³, à α  ³ 2k  – ïàðàìåòðè, ÿê³ õà-
ðàêòåðèçóþòü âçàºìîçâ’ÿçîê äåôîðìàö³éíèõ òà åëåêòðîìàãí³òíèõ ïðîöåñ³â 
ó ò³ë³.)  

Ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ð³âíÿíü (30) äëÿ õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ ó äîäàò-
íîìó íàïðÿìêó îñ³ OX , º 

 1
2

v
c
∗ω

=æ ,  (31)  

 
2

2
2,3

1

1 (1 )
2

v
c

∗ ω   = − ξ + − ±      
æ M  

 

1 2
22 2

2 2

1 1

1 (1 ) 4
2

v v
c c

∗ ∗
ω ω     ± ξ + − + ξ          

M

/

, (32) 

 4 0 v∗= εµ ωæ .  (33) 

Êîð³íü (31) â³äïîâ³äàº ïîïåðå÷í³é ìåõàí³÷í³é õâèë³ 1 2( )k c= ω/ , à (33) – 

åëåêòðîìàãí³òí³é 4 0( )k = εµ ω .  

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (32) äëÿ ðîçì³ðíèõ õâèëüîâèõ ÷èñåë j jk L∗= /æ , j =  

2,3= , îòðèìàºìî 

 

1 2
2

2 2 2 2
2,3 0 0 2 2

2(1 )1 11 (1 ) 1
2 2 (1 )

k
  − Ω += − ξ − Ω + ± ξ + Ω + 

+ Ω  

/

( ) M
M M , (34) 

òóò 1 0( )cΩ = ω ξ/ . ßêùî ó ôîðìóëàõ (34) âèêîðèñòàòè ìàë³ñòü ïàðàìåòðà M  

³ îáìåæèòèñÿ ëèøå ñêëàäîâèìè, ë³í³éíèìè ñòîñîâíî M , òî âèðàçè äëÿ 
õâèëüîâèõ ÷èñåë 2k  ³ 3k  çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ:  
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c
v k

c

c

ξ
= = ξ +

ξ + ωξ
−

ξ + ω

/
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M

M
, 

30k  – ä³éñíà âåëè÷èíà, 1v  – ôàçîâà øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ õâèë³, ÿêó ìîæ-

íà íàçâàòè ìîäèô³êîâàíîþ ïðóæíîþ ïîçäîâæíüîþ õâèëåþ. Çàóâàæèìî, ùî 
øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ òàêî¿ õâèë³ çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè, òîáòî ñåðåäîâèùå 
äëÿ íå¿ º äèñïåðñ³éíèì. Îñê³ëüêè çà ïðèéíÿòîãî òóò ìîäåëüíîãî îïèñó âñ³ 
ïðîöåñè º îáîðîòíèìè, òî ìîäèô³êîâàíà ïðóæíà ïîçäîâæíÿ õâèëÿ º íåçà-
ãàñàþ÷îþ. Çàçíà÷èìî, ùî äèñïåðñ³ÿ ìîäèô³êîâàíî¿ ïðóæíî¿ õâèë³ çóìîâëå-
íà âðàõóâàííÿì ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ ìàñè òà éîãî âçàºìîçâ’ÿçêîì ç ìåõà-
í³÷íèìè ïðîöåñàìè. Âîíà â³äñóòíÿ, êîëè êîåô³ö³ºíò M  âçàºìîçâ’ÿçêó öèõ 
ïðîöåñ³â äîð³âíþº íóëåâ³.  

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü 
øâèäêîñò³ 1 1v c/  ïîøèðåííÿ ìîäèô³êî-
âàíî¿ ïðóæíî¿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â³ä 
÷àñòîòè 1 0( )cΩ = ω ξ/ . Êðèâ³ 1–3 â³äïî-

â³äàþòü çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà 0.01=M , 

0.05, 0.1 . Áà÷èìî, ùî äëÿ íèçüêèõ ÷àñ-

òîò âåëè÷èíà 1 1v c/  ïðàêòè÷íî íå çàëå-
æèòü â³ä ω , à äëÿ âèñîêèõ – øâèä-
ê³ñòü ìîäèô³êîâàíî¿ ïðóæíî¿ õâèë³ ç³ 
çá³ëüøåííÿì ÷àñòîòè çìåíøóºòüñÿ ³ 
äëÿ ïðèéíÿòèõ òóò õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåð³àëó öå çìåíøåííÿ ìîæå äîñÿãàòè 6%. Àíàëîã³÷íó ÷àñòîòíó çàëåæí³ñòü 
ìàº ïàðàìåòð 30k . 

Çã³äíî ç ðîçâ’ÿçêàìè (34) äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ (30)2 ôóíêö³¿ ( , )g X τ =  

( , ), ( , )m X Xπ
′= ϕ τ µ τ{ }  ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó 

 2 3
2 3( , ) i X i X ig X g e g e e− − ωττ = +( )æ æ   

àáî â ðîçì³ðí³é ôîðì³ 

 301
2 3( , )

i x
k xv i tg x t g e g e e

ω−
− ω = + 

 
. (35) 

Äðóãèé äîäàíîê ó ð³âíÿíí³ (35) îïèñóº âëàñíå íå õâèëþ, à êîëèâàííÿ øâèä-
êî çàãàñàþ÷îãî ç³ çðîñòàííÿì x  ïðîñòîðîâîãî çáóðåííÿ â îêîë³ ïî÷àòêó ñèñ-
òåìè êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ùî òàêå çáóðåííÿ ïðàêòè÷íî áóäå â³äñóòíº â 
áåçìåæíîìó ñåðåäîâèù³. Äëÿ ñê³í÷åííèõ ò³ë òàê³ çáóðåííÿ õàðàêòåðí³ äëÿ 
ïðèïîâåðõíåâèõ îáëàñòåé.  

6. Âèñíîâêè. Ïîêàçàíî, ùî çàïðîïîíîâàíà ðàí³øå ìîäåëü åëåêòðîìàãí³-
òîìåõàí³êè ïîëÿðèçîâíèõ ò³ë, ÿêà âðàõîâóº ëîêàëüíå çì³ùåííÿ ìàñè, äîçâî-
ëÿº îïèñàòè âçàºìîçâ’ÿçîê ìåõàí³÷íèõ òà åëåêòðîìàãí³òíèõ ïîë³â â ³çîòðîï-
íèõ ò³ëàõ. Öåé âçàºìîçâ’ÿçîê âëàñòèâèé ïðîöåñàì ñòèñêó-ðîçòÿãó, åëåêòðî-
ìàãí³òíèì òà çì³ùåííÿ ìàñè, òîä³ ÿê äåôîðìàö³¿ çñóâó â áåçìåæíîìó ò³ë³ 
íå º ïîâ’ÿçàí³ ç íèìè. Ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü îïèñóº äèñïåðñ³þ ìîäèô³êîâà-
íî¿ ïðóæíî¿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â îáëàñò³ âèñîêèõ ÷àñòîò, ùî óçãîäæóºòüñÿ 
ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè ç âèêîðèñòàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü ´ðàä³ºíòíî¿ 
òåîð³¿ ï’ºçîåëåêòðèê³â.  
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МЕХАНОЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В ИЗОТРОПНЫХ  
ДИЭЛЕКТРИКАХ С УЧЕТОМ ЛОКАЛЬНОГО СМЕЩЕНИЯ МАССЫ 
 
Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ðàíåå ìîäåëè ýëåêòðîìàãíèòîìåõàíèêè ïîëÿðèçèðóåìûõ 
òåë, ó÷èòûâàþùåé ïðîöåññ ëîêàëüíîãî ñìåùåíèÿ ìàññû, êëþ÷åâûå óðàâíåíèÿ çà-
ïèñàíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ. 
Ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå êàëèáðîâêè Ëîðåíöà, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàíîâÿòñÿ 
íåñâÿçàííûìè. Çàïèñàíà ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîòåí-
öèàëîâ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå è ïîëó÷åí ïàðàìåòð âçàèìîñâÿçè ïðîöåññîâ ëîêàëü-
íîãî ñìåùåíèÿ ìàññû è äåôîðìèðîâàíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ñèñòåìû èññëåäî-
âàí ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû â áåçãðàíè÷íîé èçî-
òðîïíîé ñðåäå. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü îïèñûâàåò äèñïåðñèþ ìîäèôèöèðîâàííîé 
óïðóãîé âîëíû â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ 
ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå, áàçèðóþùèìèñÿ íà ãðàäèåíòíîé òåîðèè ïüåçî-
ýëåêòðèêîâ.  
 
MECHANOELECTROMAGNETIC INTERACTION IN ISOTROPIC DIELECTRICS  
TAKING INTO ACCOUNT A LOCAL MASS DISPLACEMENT  
 
On the base of earlier proposed model of electromagnetomechanics of polarizable bodies 
considering the process of local mass displacement the key set of model equations is 
written with respect to corresponding scalar and vector potentials of displacement vec-
tor and vectors of electromagnetic field. Generalization of Lorentz calibration is propo-
sed. With such generalized calibration the equations for determining scalar and vector 
potentials of the electromagnetic field become incoherent. The key set of equations is 
written relatively to the potentials in dimensionless form and the coupling factor of 
processes of local mass displacement and deformation is obtained. Using the obtained 
relations the process of plane harmonic wave propagation in infinity isotropic medium 
is investigated. It is shown that the model describes dispersion of the modified elastic 
short wave. The obtained results are in agreement with that known in literature, based 
on the gradient theories of piezoelectrics. 
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