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ÓÄÊ 517.95 
 
М. І. Іванчов, Р. В. Сагайдак 
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ВИЗНАЧЕННЯ СТАРШОГО КОЕФІЦІЄНТА 
У ДВОВИМІРНОМУ ПАРАБОЛІЧНОМУ РІВНЯННІ  
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³, ÿêà ïîëÿ-
ãàº ó âèçíà÷åíí³ íåâ³äîìîãî ñòàðøîãî êîåô³ö³ºíòà â äâîâèì³ðíîìó ïàðàáîë³÷-
íîìó ð³âíÿíí³. Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî öåé êîåô³ö³ºíò çàëåæèòü ëèøå â³ä ÷àñó.  

 
ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ СТАРШЕГО КОЭФФИЦИЕНТА 
В ДВУМЕРНОМ ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ  
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè íåèçâåñòíîãî ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà â 
äâóìåðíîì ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò êîýôèöèåíò 
çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè. 
 
INVERSE PROBLEM OF DETERMINATION OF LEADING 
COEFFICIENT IN TWO-DIMENSIONAL PARABOLIC EQUATION 
 
We establish the existence and uniqueness conditions for solution of the inverse 
problem, which consists in finding the unknown leading coefficient in two-dimensional 
parabolic equation. It is assumed that this coefficient depends only on time. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 28.12.02 
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ÓÄÊ 517.946 
 
І. Д. Пукальський 
 
ЗАГАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНИХ 
РІВНЯНЬ ІЗ ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Ó ïðîñòîðàõ êëàñè÷íèõ ôóíêö³é ç³ ñòåïåíåâîþ âàãîþ äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ³ 
ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàãàëüíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ íåð³âíîì³ðíî ïàðàáîë³÷íèõ 
ð³âíÿíü ç äîâ³ëüíèì ñòåïåíåâèì ïîðÿäêîì âèðîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â. Âñòà-
íîâëåíî îö³íêó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðàõ. 

 
ОБЩАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
Â ïðîñòðàíñòâàõ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñòåïåííûì âåñîì äîêàçàíû ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåðàâíîìåðíî ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ñòåïåííûì ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ. Íàéäåíà îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñîîòâåòñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.  
 
UNIVERSAL LINEAR PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATIONS WITH DEGENERATION 
 
In the space of classical functions with power weight the existence and uniqueness of 
solution to universal problem for parabolic equation with any power order of degenera-
tion coefficients is proved. The estimation of solution to the problem in corresponding 
spaces is found. 
 
×åðí³â. óí-ò ³ì. Þ. Ôåäüêîâè÷à, ×åðí³âö³ Îäåðæàíî 
 20.02.02 
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ÓÄÊ 517.95 
 
О. М. Боценюк 
 
АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДІНКА РОЗВ’ЯЗКІВ ДРУГОЇ 
ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ОДНОГО 
НАПІВЛІНІЙНОГО ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
 

Äëÿ ðîçâ’ÿçê³â íàï³âë³í³éíîãî ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç êîåô³ö³ºíòàìè, çàëåæ-
íèìè â³ä ÷àñîâî¿ çì³ííî¿ t , îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó ç òî÷í³ñòþ 
äî åêñïîíåíö³àëüíî ñïàäíî¿ ôóíêö³¿ ïðè t → +∞ . 

 
АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ ВТОРОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ОДНОГО ПОЛУЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
 
Äëÿ ðåøåíèé ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâè-
ñÿùèìè îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé t , ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñ 
òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé ôóíêöèè ïðè t → +∞ . 
 
ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS TO SECOND INITIALLY 
BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR SEMILINEAR PARABOLIC EQUATION 
 
For solutions of semi-linear parabolic equation with the coefficients, dependent on the 
time variable t , we obtain an asymptotic formula with accuracy up to the exponentially 
decreasing function with t → +∞ . 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 22.08.02 
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ÓÄÊ 519.624.2 
 
Л. Б. Гнатів, М. В. Кутнів 
 
МОДИФІКОВАНІ ТРИТОЧКОВІ РІЗНИЦЕВІ СХЕМИ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ 
ТОЧНОСТІ ДЛЯ CИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
ДРУГОГО ПОРЯДКУ З МОНОТОННИМ ОПЕРАТОРОМ 
 

Äëÿ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ìîíîòîííèì îïåðàòîðîì ïîáóäîâàíî òðè-
òî÷êîâ³ ð³çíèöåâ³ ñõåìè âèñîêîãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³ íà íåð³âíîì³ðí³é ñ³òö³. 
Äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó òðèòî÷êîâèõ ð³çíèöåâèõ ñõåì, 
îòðèìàíî îö³íêó òî÷íîñò³ ÿê ñòîñîâíî äî ðîçâ’ÿçêó ( )xu , òàê ³ äî ïîòîêó 

( ) /K x d dxu . 

 
МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ТРЕХТОЧЕЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ ДЛЯ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С МОНОТОННЫМ ОПЕРАТОРОМ 
 
Äëÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì ïîñòðîåíû òðåõòî-
÷å÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. 
Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òðåõòî÷å÷íûõ ðàçíîñòíûõ 
ñõåì, ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè êàê â îòíîøåíèè ðåøåíèÿ ( )xu , òàê è ïîòîêà 

( ) /K x d dxu . 

 
MODIFIED THREE-POINT DIFFERENCE SCHEMES OF HIGH-ORDER 
ACCURACY FOR SYSTEMS OF THE SECOND-ORDER ORDINARY DIFFERENTIAL 
EQUATIONS WITH MONOTONE OPERATOR 
 
For nonlinear boundary-value problems with a monotone operator, three-point differen-
ce schemes of high-order accuracy on the irregular grid are constructed. The existence 
and uniqueness of solution to three-point difference schemes is proved and estimate of 
accuracy of both the solution ( )xu  and flow ( )K x d dxu/  are determined. 

 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 28.11.03 
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ÓÄÊ 519.63 
 
Ю. В. Немировский, А. П. Янковский  
 
ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ  
ЗАДАЧ С БОЛЬШИМИ ГРАДИЕНТАМИ РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННЫМИ 
МЕТОДАМИ РУНГЕ – КУТТА  
 

Ïðåäëîæåíà è àïðîáèðîâàíà èäåÿ îáîáùåíèÿ ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà íà äâó-
ìåðíûé ñëó÷àé äëÿ ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. 
Ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà è íåñòàöèîíàðíîé îäíîìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñ-
òè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñëåäñòâèÿ òàêîãî îáîáùåíèÿ. Ïîëó÷åíû íîâûå 
ñõåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé 
ôèçèêè. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñõåì è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òîâ äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ 
ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ñõåìû íèçêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè íåóäîâëåòâî-
ðèòåëüíî îïèñûâàþò ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, à ñõåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ïî-
ñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííûõ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà, 
äàþò õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íûì ðåøåíèÿì. 

 
ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З ВЕЛИКИМИ 
ГРАДІЄНТАМИ РОЗВ’ЯЗКУ УЗАГАЛЬНЕНИМИ МЕТОДАМИ РУНГЕ – КУТТА 
 
Çàïðîïîíîâàíî òà àïðîáîâàíî ³äåþ óçàãàëüíåííÿ ìåòîä³â Ðóíãå – Êóòòà íà äâî-
âèì³ðíèé âèïàäîê äëÿ íàáëèæåíîãî ³íòåãðóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, ÿê³ 
â³äïîâ³äàþòü äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Ïîêàçàíî, ùî 
äåÿê³ êëàñè÷í³ ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâ³ ñõåìè ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ïåðåíîñó òà íå-
ñòàö³îíàðíî¿ îäíîâèì³ðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ìîæíà îòðèìàòè ÿê íàñë³äêè òà-
êîãî óçàãàëüíåííÿ. Îòðèìàíî íîâ³ ñõåìè âèñîêèõ ïîðÿäê³â òî÷íîñò³ äëÿ ð³çíèõ 
çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Äîâåäåíî ñò³éê³ñòü öèõ ñõåì ³ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè 
ðîçðàõóíê³â äëÿ çàäà÷ ç âåëèêèìè ãðàä³ºíòàìè ðîçâ’ÿçêó. Íà êîíêðåòíèõ ïðèêëà-
äàõ ïîêàçàíî, ùî êëàñè÷í³ ñõåìè íèçüêèõ ïîðÿäê³â òî÷íîñò³ íåçàäîâ³ëüíî îïèñó-
þòü ðîçâ’ÿçêè òàêèõ çàäà÷, à ñõåìè âèñîêèõ ïîðÿäê³â, ïîáóäîâàí³ çà äîïîìîãîþ 
çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîä³â Ðóíãå – Êóòòà, äàþòü äîáðå íàáëèæåííÿ äî òî÷íèõ 
ðîçâ’ÿçê³â.  
 
NUMERICAL INTEGRATION OF INITIALLY BOUNDARY-VALUE 
PROBLEMS WITH LARGE GRADIENTS OF SOLUTION BY GENERALIZED 
RUNGE – KUTTA METHODS 
 
The idea of generalization of Runge – Kutta methods on the 2D case for approximate 
integration of initially boundary-value problems, corresponding to differential equations 
in partial derivatives, is offered and approved. It is shown, that some classical finite-
difference schemes of integration of transport equations and non-stationary one-dimen-
sional heat conductivity equations may be obtained as consequence of such generaliza-
tion. New schemes of high orders of accuracy for various problems of mathematical 
physics are obtained. Stability of these schemes is proved and results of calculations for 
problems with large gradients of solution are given. On the concrete examples it is 
shown, that classical schemes of low orders of accuracy unsatisfactorily describe the 
solution of such problems, and the schemes of high orders, constructed by means of 
the offered generalized Runge – Kutta methods, give good approximations to exact 
solutions. 
 
Èí-ò òåîðåò. è ïðèêë. ìåõàíèêè  Ïîëó÷åíî 
ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê 18.04.01 



6 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2004. – 47, ¹ 1. – Ñ. 63-67. – 
Á³áë³îãð.: 6 íàçâ. – Óêð. 
 
ÓÄÊ 519.6 
 
Н. М. Щербина 
 
ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛОВО-АНАЛІТИЧНОГО МЕТОДУ 
ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З ПРИМЕЖОВИМ ШАРОМ 
 

Ïîêàçàíî åôåêòèâí³ñòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïðèìå-
æîâèì øàðîì çàïðîïîíîâàíèì ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì. Äëÿ êîíêðåò-
íèõ çàäà÷ íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òà ¿õ àíàë³ç. 

 
ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОГО МЕТОДА 
К РЕШЕНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 
 
Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîãðàíè÷íûì 
ñëîåì ïðåäëîæåííûì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå 
ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ è èõ àíàëèç. 
 
APPLICATION OF NUMERICAL-ANALYTICAL METHOD TO SOLVE  
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS WITH BOUNDARY LAYER 
 
Effectiveness of solving the one-dimensional boundary-value problems with the bounda-
ry layer by using the numerical-analytical method is demonstrated. The numerical 
results of concrete problems are presented and analyzed. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 04.04.02 



7 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2004. – 47, ¹ 1. – Ñ. 68-72. – 
Á³áë³îãð.: 8 íàçâ. – Óêð. 
 
ÓÄÊ 517.9 
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1,2
, О. Є. Гентош

1
 

 
ПРО ДЕЯКИЙ КЛАС ГРАДІЄНТНИХ ДИНАМІЧНИХ 
СИСТЕМ, АСОЦІЙОВАНИХ З ПОЛІНОМІАЛЬНИМ 
ДИСКРЕТНИМ РОЗПОДІЛОМ ІМОВІРНОСТЕЙ 
 

Äîâåäåíî åêâ³âàëåíòí³ñòü äåÿêî¿ ãðàä³ºíòíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè, ÿêà îïèñóº 
ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ ó ïðîñòîð³ éìîâ³ðíîñòåé ç ïîë³íîì³àëüíèì äèñêðåò-
íèì ðîçïîä³ëîì, ³ ïóàññîíîâîãî ïîòîêó òèïó Ëàêñà íà ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà. 

 
О НЕКОТОРОМ КЛАССЕ ГРАДИЕНТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ,  
АССОЦИИРОВАННЫХ С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМ ДИСКРЕТНЫМ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 
Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðîé ãðàäèåíòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïè-
ñûâàþùåé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòåé ñ ïîëèíîìè-
àëüíûì äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, è ïóàññîíîâîãî ïîòîêà òèïà Ëàêñà íà ìíî-
ãîîáðàçèè Ãðàññìàíà. 
 
ON SOME CLASS OF GRADIENT DYNAMIC SYSTEMS ASSOCIATED 
WITH POLYNOMIAL DISCRETE PROBABILITY DISTRIBUTION 
 
Some gradient dynamic system, describing a stochastic process in the probability space 
of polynomial discrete distribution, is proved to be equivalent to the Lax-type Poisson 
flow on Grassmann manifold. 
 
1
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 05.09.02 
2
Àêàä. ã³ðíèöòâà òà ìåòàëóðã³¿, Êðàê³â, Ïîëüùà 
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В. Л. Рвачев, Ю. С. Семерич, Т. И. Шейко 
 
МЕТОД R -ФУНКЦИЙ В ЗАДАЧЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ВОЛНОВОДОВ 
С ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ СИНГУЛЯРНОСТЯМИ 
 

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå ñ ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè. Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçîâàí ìåòîä R -ôóíê-
öèé â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Ðèòöà è íîâûå ìîäèôèöèðîâàííûå ñòðóêòóðû 
ðåøåíèÿ. 

 
МЕТОД R -ФУНКЦІЙ У ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ ХВИЛЕВОДІВ 
З ГЕОМЕТРИЧНИМИ СИНГУЛЯРНОСТЯМИ 
 
Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ ó õâèëåâîä³ ç ãåîìåò-
ðè÷íèìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âèêîðèñòàíî ìåòîä R -ôóíêöié ðà-
çîì ç ìåòîäîì Ð³òöà òà íîâ³ ìîäèô³êîâàí³ ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó. 
 
R -FUNCTIONS METHOD IN PROBLEM OF INVESTIGATION 
OF WAVEGUIDES WITH GEOMETRIC SINGULARITIES  
 
In the paper the problem of electromagnetic field determination in a waveguide with 
geometric singularities is considered. The R -functions method together with the Ritz 
one and new structures of solution are used to solve the problem.  
 
Èí-ò ïðîáëåì ìàøèíîñòðîåíèÿ Ïîëó÷åíî 
èì. À. Í. Ïîäãîðíîãî ÍÀÍ Óêðàèíû, Õàðüêîâ 08.05.03 
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В. І. Лавренюк, М. В. Лавренюк 
 
ПОБУДОВА ФУНДАМЕНТАЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ РІВНЯНЬ 
МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА НА ОСНОВІ ПОТЕНЦІАЛУ 
ЛЕННАРДА – ДЖОНСА 
 

Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ îòðèìàíî¿ Ë. Ï. Õîðîøóíîì ñèñ-
òåìè ð³âíÿíü ó ïåðåì³ùåííÿõ äëÿ ñåðåäîâèù, ÷àñòèíêè ÿêèõ âçàºìîä³þòü çà 
çàêîíîì Ëåííàðäà – Äæîíñà. Ðîçâ’ÿçêè îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì ïðÿìîãî 
òà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåíü Ôóð’º óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é. Ïðè÷îìó îäåðæàí³ 
äëÿ òðèâèì³ðíîãî òà äâîâèì³ðíîãî âèïàäê³â ðîçâ’ÿçêè ì³ñòÿòü ÿê äîäàíêè 
òèïó ðîçâ’ÿçê³â Êåëüâ³íà, òàê ³ äîäàíêè, ÿê³ áåçïîñåðåäíüî âðàõîâóþòü âçàº-
ìîä³þ ÷àñòèíîê çà çàêîíîì Ëåííàðäà – Äæîíñà. 

 
ПОСТРОЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ МЕХАНИКИ 
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ НА ОСНОВЕ ПОТЕНЦИАЛА ЛЕННАРДА – ДЖОНСА 
 
Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åííîé Ë. Ï. Õîðîøóíîì ñèñòåìû 
óðàâíåíèé â ïåðåìåùåíèÿõ äëÿ ñðåä, ÷àñòèöû êîòîðûõ âçàèìîäåéñòâóþò ïî çà-
êîíó Ëåííàðäà – Äæîíñà. Ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî è îáðàòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðè÷åì ïîëó÷åííûå äëÿ òðåõìåð-
íîãî è äâóõìåðíîãî ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ ñîäåðæàò êàê ñëàãàåìûå òèïà ðåøåíèé Êåëü-
âèíà, òàê è ñëàãàåìûå, íåïîñðåäñòâåííî ó÷èòûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïî 
çàêîíó Ëåííàðäà – Äæîíñà. 
 
CONSTRUCTION OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS OF CONTINUUM MECHANICS 
EQUATIONS ON THE BASE OF LENNARD – JOHNS POTENTIAL 
 
The fundamental solutions of the derived by L. P. Khoroshun system of equations in 
displacements for media, which particles interact with each other according to the Len-
nard – Johns law, were constructed. The solutions were obtained using the direct and 
inverse Fourier transformations of the generalized functions, where solutions, obtained 
for 3D and 2D cases, include both components of Kelvin-type solutions and components 
that directly describe interactions of particles according to the Lennard –Johns law. 
 
Íàö. óí-ò ³ì. Ò. Øåâ÷åíêà, Êè¿â Îäåðæàíî 
 09.10.02 
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В. І. Острик, А. Ф. Улітко 
 
КРУГОВА МІЖФАЗНА ТРІЩИНА ЗА УМОВИ ФРИКЦІЙНОГО 
КОНТАКТУ ПОВЕРХОНЬ 
 

Ðîçãëÿíóòî íàïðóæåíèé ñòàí äâîõ æîðñòêî ç’ºäíàíèõ ì³æ ñîáîþ ïðóæíèõ 
ï³âïðîñòîð³â ³ç ð³çíèõ ìàòåð³àë³â, íà ìåæ³ ðîçä³ëó ÿêèõ ðîçì³ùåíà êðóãîâà 
òð³ùèíà. Âðàõîâàíî êîíòàêò ïîâåðõîíü òð³ùèíè ïîáëèçó ¿¿ êîíòóðó òà 
ñèëè òåðòÿ â îáëàñò³ êîíòàêòó. ²ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó Â³íåðà − Ãîïôà 
ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ çàäà÷³ îòðèìàíî â çàìêíåí³é ôîðì³. 
Âèçíà÷åíî â ÿâíîìó âèãëÿä³ äîâæèíó îáëàñò³ êîíòàêòó ïîâåðõîíü òð³ùèíè, 
ðîçïîä³ë íàïðóæåíü â îáëàñò³ êîíòàêòó òà íà ìåæ³ ðîçä³ëó ï³âïðîñòîð³â 
ïîçà òð³ùèíîþ. 

 
КРУГОВАЯ МЕЖФАЗНАЯ ТРЕЩИНА В УСЛОВИЯХ ФРИКЦИОННОГО 
КОНТАКТА ПОВЕРХНОСТЕЙ 
 
Ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äâóõ æåñòêî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé 
óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, íà ãðàíèöå ðàçäåëà êîòîðûõ 
íàõîäèòñÿ êðóãîâàÿ òðåùèíà. Ó÷òåíû êîíòàêò ïîâåðõíîñòåé òðåùèíû âáëèçè 
åå êîíòóðà è ñèëû òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Âèíåðà − 
Õîïôà ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷åíî â çàìêíóòîé ôîðìå. Íà-
éäåíû â ÿâíîì âèäå ðàçìåð îáëàñòè êîíòàêòà ïîâåðõíîñòåé òðåùèíû, ðàñïðåäå-
ëåíèå íàïðÿæåíèé â îáëàñòè êîíòàêòà è íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïîëóïðîñòðàíñòâ 
âíå òðåùèíû. 
 
CIRCULAR INTERFACE CRACK WITH FRICTIONAL CONTACT OF FACES 
 
The stressed state of two rigidly connected elastic half-spaces from different materials 
with a circular crack on the interface is studied. The contact of crack faces close to its 
contour is taken into account. Friction forces are considered in the contact zone. Using 
Winner − Hopf’s method, the solution to the integral equation of the problem is obtained 
in the closed form. The size of contact region of the crack faces and the distribution 
of stresses in it and on the interface of half-spaces outside of the crack are found 
explicitly. 
 
Êè¿â. íàö. óí-ò ³ì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà Îäåðæàíî 
 21.04.03 
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М. М. Кундрат
1
, Г. Т. Сулим

2
 

 
СМУГИ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ В ОКОЛАХ ВЕРШИН ДВОХ 
ВЗАЄМОДІЮЧИХ ПРУЖНИХ СТРІЧКОВИХ ВКЛЮЧЕНЬ 
 

Ìåòîäîì ôóíêö³é ñòðèáêà äîñë³äæåíî ðîçâèòîê ëîêàë³çîâàíèõ ó òîíêèõ 
ñìóãàõ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ â êîìïîçèö³¿ ç äâîìà ïðóæíèìè ñòð³÷êîâèìè 
âêëþ÷åííÿìè â ³çîòðîïí³é ìàòðèö³ çà ïîçäîâæíüîãî ðîçòÿãó íà íåñê³í÷åí-
íîñò³. Çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ ïðîñóâàþòüñÿ óçäîâæ ìåæ³ ìàòðèöÿ – âêëþ-
÷åííÿ â³ä òîðöÿ êîæíîãî ç âêëþ÷åíü äî éîãî öåíòðàëüíî¿ îáëàñò³ òà ìîäåëþ-
þòüñÿ ë³í³ÿìè ðîçðèâó ïîçäîâæí³õ ñêëàäîâèõ âåêòîðà ïåðåì³ùåíü. Ç óðàõó-
âàííÿì óìîâ âçàºìîä³¿ âêëþ÷åíü ç ìàòðèöåþ çàäà÷ó çâåäåíî äî ñèñòåìè ñèí-
ãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ñòîñîâíî ôóíêö³é ñòðèáêà, ÿê³ ðîçâ’ÿçóþòü-
ñÿ ìåòîäîì êîëîêàö³é. Ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ çàäà÷³ ìîæå òàêîæ ñëóæèòè äëÿ àíà-
ë³çó ðîçâèòêó ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ ïðè ðîçðèâ³ ñóö³ëüíîãî âêëþ÷åííÿ. Ó 
÷èñëîâèõ ïðèêëàäàõ äîñë³äæåíî ðîçì³ðè ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ ³ ðîçïîä³ë ðîç-
ðèâíèõ çóñèëü ó âêëþ÷åííÿõ.  

 
ПОЛОСЫ ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТЯХ ВЕРШИН ДВУХ 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ УПРУГИХ ЛЕНТОЧНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 
 
Ìåòîäîì ôóíêöèé ñêà÷êà èññëåäîâàíî ðàçâèòèå ëîêàëèçîâàííûõ â òîíêèõ ïîëîñàõ 
çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ â êîìïîçèöèè ñ äâóìÿ òîíêèìè óïðóãèìè ëåíòî÷íûìè âêëþ-
÷åíèÿìè â èçîòðîïíîé ìàòðèöå ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè. 
Çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü ãðàíèöû ìàòðèöû – âêëþ÷åíèÿ 
îò òîðöîâ ê öåíòðó è ìîäåëèðóþòñÿ ëèíèÿìè ðàçðûâà ïåðåìåùåíèé. Ñ ó÷åòîì 
óñëîâèé óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêëþ÷åíèé ñ ìàòðèöåé çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå 
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñêà÷-
êà, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü 
èñïîëüçîâàíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ ïðè ðàçðûâå 
ñïëîøíîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû ðàñ÷åòà äëèíû çîí ïðåäðàç-
ðóøåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçðûâíûõ óñèëèé âî âêëþ÷åíèÿõ.  
 
PREFRACTURE BANDS IN THE VICINITY OF TOPS OF TWO INTERACTING 
ELASTIC RIBBON-LIKE INCLUSIONS   
 
The development of localized in thin bands, prefracture zones in a composition with two 
elastic ribbon-like inclusions in isotropic matrix is investigated by the method of jump 
functions. Zones of prefracture develope along the matrix-inclusions line from the tips 
to centers and are modeled by rupture of displacement. Using the complex potentials we 
obtain the dependence of the stress and displacement components on the load and un-
known jump functions. Taking into account the interaction conditions of thin inclu-
sions and matrix, the problem is reduced to a system of singular integral equations for 
the jump functions. Solution of such problem can be also used for study the develop-
ment of prefracture bands at rupture of continuous inclusion. Numerical examples of 
zone sizes and distribution of longitudinal efforts in inclusions illustrate the method.  
 
1
Óêð. äåðæ. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà òà ïðèðîäîêîðèñò., Ð³âíå,  Îäåðæàíî 

2
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â 22.12.03 
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1
, С. Н. Склепус
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ПОЛЗУЧЕСТЬ ПОВРЕЖДАЕМЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
СЛОЖНОЙ ФОРМЫ В ПЛАНЕ 
 

Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ïîëçó÷åñòè ïîâðåæäàåìûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñëîæíîé 
ôîðìû â ïëàíå. Ïðèâåäåíà âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà îñíîâå âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà â ôîðìå Ëàãðàíæà. Äëÿ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè èñïîëü-
çîâàíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìà-
òåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè è ñäâèãå. Ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çà-
äà÷è ïîëçó÷åñòè îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè òåîðèè R -ôóíêöèé, ìåòîäà Ðèòöà 
è ìåòîäà Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ 
ïîëçó÷åñòè îáîëî÷êè ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû. 

 
ПОВЗУЧІСТЬ ПОШКОДЖУВАНИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 
СКЛАДНОЇ ФОРМИ В ПЛАНІ 
 
Äîñë³äæóºòüñÿ ïîâçó÷³ñòü ïîøêîäæóâàíèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ôîðìè â 
ïëàí³. Íàâåäåíî âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ íà îñíîâ³ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó â 
ôîðì³ Ëàãðàíæà. Äëÿ äåôîðìàö³é ïîâçó÷îñò³ âèêîðèñòàíî âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ, ÿê³ îïèñóþòü ð³çí³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó ïðè ðîçòÿç³, ñòèñêó òà çñóâ³. 
Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³ áàçóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ òåî-
ð³¿ R -ôóíêö³é, ìåòîäó Ð³òöà òà ìåòîäó Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. Íàâåäåíî 
ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó ïîâçó÷îñò³ îáîëîíêè ñêëàäíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ôîðìè. 
 
CREEP OF DAMAGED SHALLOW SHELLS WITH COMPLEX 
FORM OF PLAN  
 
A creep problem for damaged shallow shells with complex form of plan is investigated. 
The statement of creep problem, based on the Lagrange variational principle, is given. 
The constitutive equations, which describe different material properties in tension, com-
pression and torsion, are used for creep strain. The R -function theory, Ritz method 
and the Runge – Kutta – Merson method have been used for procedure of solution. The 
numerical results for creep behavior of a shell with complex form are presented. 
 
1
Íîðâ. óí-ò íàóêè è òåõíîë., Òðîíäõåéì, Íîðâåãèÿ, 

2
Èí-ò ïðîáëåì ìàøèíîñòðîåíèÿ Ïîëó÷åíî 
 èì. À. Í. Ïîäãîðíîãî ÍÀÍ Óêðàèíû, Õàðüêîâ 18.04.02 
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ÓÄÊ 539.3 
 
О. О. Бедзір, І. П. Шацький, В. М. Шопа 
 
МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗМІШАНИХ ЗАДАЧ ПРО ФРИКЦІЙНИЙ 
КОНТАКТ ЗАПОВНЮВАЧА З ПРОРІЗНИМ ОБОЛОНКОВИМ ЕЛЕМЕНТОМ 
 

Çä³éñíåíî ïîñòàíîâêó çì³øàíî¿ çàäà÷³ ôðèêö³éíî¿ âçàºìîä³¿ ïðîð³çíî¿ öèë³íä-
ðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïðóæíèì çàïîâíþâà÷åì, ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ 
çîí ïðîêîâçóâàííÿ òà â³äëèïàííÿ ì³æ êîíòàêòóþ÷èìè ò³ëàìè. Íà îñíîâ³ 
÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â äîñë³äæåíî âïëèâ ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â, ê³ëüêîñò³ 
ðîçð³ç³â îáîëîíêè òà òðèáîëîã³÷íèõ ³ ô³çè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âçàºìîä³þ÷èõ 
ò³ë íà øèðèíó çîíè â³äëèïàííÿ, õàðàêòåð ðîçïîä³ëó êîíòàêòíîãî íàïðó-
æåííÿ, æîðñòê³ñòü ³ ì³öí³ñòü ñèñòåìè. Íàâåäåíî îö³íêó ä³àïàçîíó çàñòî-
ñîâíîñò³ ïðîñò³øî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ìîäåë³, ÿêà íå âðàõîâóº íàÿâíîñò³ çîíè 
â³äëèïàííÿ. 

 
МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ФРИКЦИОННОГО КОНТАКТА  
ЗАПОЛНИТЕЛЯ С ПРОРЕЗНЫМ ОБОЛОЧЕЧНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé çàäà÷è ôðèêöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ïðîðåçíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ óïðóãèì çàïîëíèòåëåì, êîòîðîå õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ íàëè÷èåì çîí ïðîñêàëüçûâàíèÿ è îòëèïàíèÿ ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè 
òåëàìè. Íà îñíîâàíèè ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíî âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ 
ðàçìåðîâ, êîëè÷åñòâà ðàçðåçîâ îáîëî÷êè, òðèáîëîãè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ 
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë íà øèðèíó çîíû îòëèïàíèÿ, õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîíòàêòíîãî íàïðÿæåíèÿ, æåñòêîñòü è ïðî÷íîñòü ñèñòåìû. Ïðèâåäåíà îöåíêà 
äèàïàçîíà ïðèìåíèìîñòè áîëåå ïðîñòîé ðàñ÷åòíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâà-
åò íàëè÷èÿ çîíû îòëèïàíèÿ. 
 
METHOD FOR SOLUTION OF MIXED PROBLEMS OF FRICTIONAL CONTACT  
OF FILLER WITH SLOTTED SHELL ELEMENT 
 
The statement for mixed problem of frictional interaction between a slotted cylindrical 
shell and elastic filler, which is characterized by the presence of slippage zones and 
separation of contacting bodies, is made. On the basis of numerical solutions the effect 
of mechanical, geometric and tribologic parameters of contacting pairs on the width of 
separation zone, nature of distribution of contact pressure, rigidity and strength of the 
system is investigated. The estimation of the range of applicability of a simpler compu-
tational model, which is constructed without the separation zone, is presented. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 27.12.01 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Я. І. Кунець, В. В. Матус, В. В. Пороховський 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ ЕХО-СИГНАЛІВ SH-ХВИЛЬ ВІД ТОНКОСТІННИХ 
ПРУЖНИХ ЖОРСТКО ПІДКРІПЛЕНИХ ВКЛЮЧЕНЬ 
 

Çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ÷àñîì, ìåòîäó çðîùóâàí-
íÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàä³â òà ìåòîäó íóëüîâîãî ïîëÿ äîñë³äæåíî çàäà÷ó 
ðîçñ³ÿííÿ ³ìïóëüñ³â SH-õâèëü òîíêèì ïðóæíèì êðèâîë³í³éíèì âêëþ÷åííÿì, 
îäíà ñòîðîíà ÿêîãî æîðñòêî çàêð³ïëåíà. Ïðîàíàë³çîâàíî îñîáëèâîñò³ åõî-ñèã-
íàë³â â³ä òàêèõ âêëþ÷åíü çàëåæíîñ â³ä ¿õ ãåîìåòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïàðà-
ìåòð³â. 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ ЭХО-СИГНАЛОВ SH-ВОЛН ОТ ТОНКОСТЕННЫХ  
УПРУГИХ ЖЕСТКО ПОДКРЕПЛЕННЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 
 
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè, ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ 
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è ìåòîäà íóëåâîãî ïîëÿ èññëåäîâàíî çàäà÷ó ðàññåÿ-
íèÿ èìïóëüñîâ SH-âîëí òîíêèì óïðóãèì êðèâîëèíåéíûì âêëþ÷åíèåì, îäíà ñòîðî-
íà êîòîðîãî æåñòêî çàêðåïëåíà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû îñîáåííîñòè ýõî-ñèãíàëîâ îò 
òàêèõ âêëþ÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ. 
 
INVESTIGATION OF ECHO-SIGNALS OF SH-WAVES FROM THIN-WALLED 
ELASTIC RIGIDLY SUPPORTED INCLUSIONS  
 
A procedure is proposed to study the diffraction of pulses of elastic SH-waves by thin-
walled elastic curvilinear inclusions with rigidly supported wall. The procedure is based 
on utilization of Fourier integral time transform, the method of matched asymptotic 
expansion and modified method of null-field. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 25.12.03 
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Т. В. Завражина 
 
ВПЛИВ ПРУЖНОЇ ПІДДАТЛИВОСТІ ЛАНОК МАНІПУЛЯТОРА 
НА ТОЧНІСТЬ ЙОГО ПОЗИЦІЮВАННЯ. 
II. МЕТОДИКА ТА РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 
 

Ó äðóã³é ÷àñòèí³ ðîáîòè îáãîâîðþºòüñÿ åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿ-
íóòèõ ìîäåëåé äèíàì³êè ìàí³ïóëÿòîðà äëÿ àíàë³çó ïîêàçíèê³â òî÷íîñò³ ïî-
çèö³þâàííÿ éîãî ðîáî÷èõ îðãàí³â. Âèêëàäåíî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â 
åâîëþö³éíèõ çàäà÷ äëÿ îòðèìàíèõ ó öèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì ð³âíÿíü. Ðîçãëÿíó-
òî ïðèêëàä. 

 
ВЛИЯНИЕ УПРУГОЙ ПОДАТЛИВОСТИ ЗВЕНЬЕВ МАНИПУЛЯТОРА  
НА ТОЧНОСТЬ ЕГО ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ.  
II. МЕТОДИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
 
Âî âòîðîé ÷àñòè îáñóæäàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäå-
ëåé äèíàìèêè ìàíèïóëÿòîðà äëÿ àíàëèçà ïîêàçàòåëåé òî÷íîñòè ïîçèöèîíèðîâà-
íèÿ åãî ðàáî÷åãî îðãàíà. Èçëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ 
çàäà÷ äëÿ ïîëó÷åííûõ â ýòèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåí ïðèìåð. 
 
INFLUENCE OF ELASTIC PLIABILITY OF MANIPULATOR LINKS  
ON PRECISION OF ITS POSITIONING.  
II. TECHNIQUE AND RESULTS OF NUMERICAL SIMULATION 
 
In the second part the efficiency of considered models, used for the analysis of the ma-
nipulator positioning accuracy, is discussed. The technique to construct the solutions to 
the evolutional problems for the systems of equations obtained in these models is pre-
sented. An example is considered. 
 
Êè¿â. íàö. óí-ò áóä³âíèöòâà ³ àðõ³òåêòóðè, Êè¿â Îäåðæàíî 
 30.08.01 
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ÓÄÊ 539.376 
 
А. К. Русинко  
 
ЗМІЦНЕННЯ МЕТАЛІВ ПОПЕРЕДНЬОЮ 
УЛЬТРАЗВУКОВОЮ ОБРОБКОЮ 
 

Íàâåäåíî óçàãàëüíåííÿ ñèíòåçíî¿ òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³ íà âèçíà÷åííÿ ìåæ³ 
ïëàñòè÷íîñò³ ìàòåð³àëó, ÿêèé çàçíàâ ïîïåðåäíüî¿ óëüòðàçâóêîâî¿ îáðîáêè. 
Îäåðæàíî àíàë³òè÷íó çàëåæí³ñòü ìåæ³ ïëàñòè÷íîñò³ â³ä òðèâàëîñò³ òà 
àìïë³òóäè íàïðóæåííÿ àêóñòè÷íîãî îïðîì³íåííÿ, ÿêà äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç 
åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. 

 
УПРОЧНЕНИЕ МЕТАЛЛОВ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ 
УЛЬТРАЗВУКОВОЙ ОБРАБОТКОЙ 
 
Ïðèâåäåíî îáîáùåíèå ñèíòåçíîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè íà îïðåäåëåíèå ãðàíèöû 
ïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëà, êîòîðûé áûë ïîäâåðãíóò ïðåäâàðèòåëüíîé óëüòðà-
çâóêîâîé îáðàáîòêå. Ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ãðàíèöû ïëàñòè÷íîñ-
òè îò äëèòåëüíîñòè è àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ àêóñòè÷åñêîãî îáëó÷åíèÿ, êîòî-
ðàÿ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.  
 
STRENGTHENING OF METALS BY PRELIMINARY 
ULTRASONIC TREATMENT 
 
The work presents generalization of the plasticity synthesis theory on the determination 
of material plasticity limit that was preliminary ultrasonically treated. The analytic de-
pendence of plasticity limit on the duration and acoustic radiation stress amplitude, 
which is in good agreement with the experimental data, is obtained. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 27.02.02 
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ÓÄÊ 536.24: 621.785 
 
С. Ф. Будз, В. І. Асташкін, Б. Д. Дробенко 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОЦЕСУ ПРОСТОРОВОГО РОЗПОДІЛУ 
ФАЗ ПРИ ШВИДКОМУ ОХОЛОДЖЕННІ СТАЛЕВИХ ТІЛ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ ê³ëüê³ñíîãî àíàë³çó ôàçîâîãî ñêëàäó 
ñòàëåâèõ âèðîá³â. Ïðè ðîçðàõóíêàõ âèêîðèñòàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ ñòàòèñ-
òè÷íî¿ òåîð³¿ âèâ÷åííÿ âïëèâó óìîâ îõîëîäæåííÿ òà õ³ì³÷íîãî ñêëàäó ñòàëåé 
íà ¿õ ôàçîâèé ñêëàä ³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ òåïëîâèõ ïîë³â ó äâîâèì³ðíèõ 
òâåðäèõ ò³ëàõ ïðè øâèäêîìó îõîëîäæåíí³. Âñòàíîâëåíî ðîçïîä³ë ôàç ó ñòà-
ëåâèõ ïðîô³ëÿõ ïðÿìîêóòíîãî ³ êâàäðàòíîãî ïåðåð³çó ïðè ãàðòóâàíí³. 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ФАЗ ПРИ БЫСТРОМ ОХЛАЖДЕНИИ СТАЛЬНЫХ ТЕЛ 
 
Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ôàçîâîãî ñî-
ñòàâà ñòàëüíûõ èçäåëèé. Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ ñòàòèñòè-
÷åñêîé òåîðèè èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ óñëîâèé îõëàæäåíèÿ è õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ñòà-
ëè íà èõ ôàçîâûé ñîñòàâ è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ òåïëîâûõ ïîëåé â äâóõìåð-
íûõ òâåðäûõ òåëàõ ïðè áûñòðîì îõëàæäåíèè. Óñòàíîâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ôàç â 
ñòàëüíûõ ïðîôèëÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî è êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ ïðè çàêàëêå. 
 
INVESTIGATION OF PROCESS OF PHASE SPATIAL DISTRIBUTION 
AT RAPID COOLING OF STEEL SOLIDS 
 
A mathematical model for numerical description of phase content of steel products is 
proposed. The statistical theory for cooling conditions and steel chemical content influ-
ence on their phase content and also the results of investigation of temperature field in 
2D solids are used for calculations. The phase distribution in steel profiles of rectangu-
lar and square cross-section during hardening is found. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 12.03.01 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Б. Й. Дацко  
 
КВАЗІСТАЦІОНАРНА ЗАДАЧА СТЕФАНА ТА КОМП’ЮТЕРНЕ 
МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНЕВОЇ ДИНАМІКИ 
 

Ïðîâåäåíî êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ êâàç³ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ Ñòåôàíà. Ðîç-
ãëÿíóòî ð³çí³ çîáðàæåííÿ ìîäåë³ ëàïëàñ³éíîãî ðîñòó. Ãîëîâíà óâàãà ïðèä³ëåíà 
äîñë³äæåííþ ïîâåðõíåâî¿ äèíàì³êè, îïèñàíî¿ çà äîïîìîãîþ ñèñòåì ³íòåãðî-
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòàíî àïðîêñè-
ìàö³éí³ ôîðìóëè íà îñíîâ³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîë³íîì³â. Öå äîçâîëèëî âèð³-
øèòè ïðîáëåìó îá÷èñëåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàë³â, à òàêîæ ïîáóäóâàòè 
åôåêòèâí³ ÷èñëîâ³ àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ â ö³ëîìó. 

 
КВАЗИСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА СТЕФАНА И КОМПЬЮТЕРНОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ ДИНАМИКИ  
 
Ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå êâàçèñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà. Ðàñ-
ñìîòðåíû ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëè ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà. Ãëàâíîå âíèìàíèå 
óäåëåíî èññëåäîâàíèþ ïîâåðõíîñòíîé äèíàìèêè, îïèñàííîé ñ ïîìîùüþ ñèñòåì 
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçî-
âàíû àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû íà îñíîâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. 
Ýòî ïîçâîëèëî êàê ðåøèòü ïðîáëåìó âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, òàê è 
ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â öåëîì. 
 
QUASI-STATIONARY STEFAN PROBLEM AND COMPUTER 
SIMULATION OF INTERFACE DYNAMICS  
 
The computer simulation of quasi-stationary Stefan problem has been realized. Diffe-
rent representations of the Laplacian growth model are considered. The main attention 
has been paid to the interface dynamics represented by integro-differential equations. 
Numerical solution has been realized using the interpolating polynomials and exact 
quadrature formulae. As a result the system of ordinary differential equations has been 
obtained. 
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ÓÄÊ 539.377 
 

Я. В. Максимович, Т. Я. Соляр 
 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ЦИЛІНДРИЧНИХ ТІЛ НА ОСНОВІ МОДИФІКОВАНОГО МЕТОДУ 
ВІДОКРЕМЛЕННЯ ЗМІННИХ 
 

Ïîáóäîâàíî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷ íåñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ 
ò³ë öèë³íäðè÷íî¿ ôîðìè, ÿê³ ìàþòü òåïëîîáì³í ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì ³ 
íàãð³âàþòüñÿ âíóòð³øí³ìè äæåðåëàìè òåïëà. Öåé ðîçâ’ÿçîê ïîäàíî ÷åðåç 
îäíîâèì³ðí³ ³íòåãðàëè â³ä äîáóòêó ðîçâ’ÿçê³â äîïîì³æíèõ îäíî- òà äâîâèì³ð-
íèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Íàâåäåíî âèïàäêè, êîëè âèðàçè äëÿ òåìïåðàòó-
ðè çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ’ÿçêè òðüîõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷. Äåòàëüíî ïðî-
àíàë³çîâàíî òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ ïðè çîñåðåäæåíîìó òà íîðìàëüíî-êðóãîâîìó 
íàãð³â³. 

 
РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТЕЛ 
НА ОСНОВЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 
 
Ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåë öè-
ëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, èìåþùèõ òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé è íàãðåâàþùèõñÿ 
âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç îäíîìåðíûå èí-
òåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèÿ ðåøåíèé äîïîëíèòåëüíûõ îäíî- è äâóìåðíûõ çàäà÷ 
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû 
çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ òðåõ îäíîìåðíûõ çàäà÷. Äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðî-
âàíû òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ ïðè ñîñðåäîòî÷åííîì è íîðìàëüíî-êðóãîâîì íàãðåâå. 
 
SOLUTION OF BOUNDARY-VALUE HEAT CONDUCTION PROBLEMS FOR CYLINDRICAL 
BODIES ON THE BASIS OF MODIFIED METHOD OF SEPARATION OF VARIABLES 
 
A general solution to the non-stationary heat conduction problems for bodies of 
cylindrical shape is constructed. The bodies have heat exchange with the environment 
and are heated by internal heat sources. This solution is presented in terms of one-
dimensional integrals from the products of solutions to auxiliary one- and two-
dimensional heat conduction problems. The cases are noted, when the expressions for 
temperature are written in terms of solutions to three one-dimensional problems. The 
general solutions to auxiliary one-dimensional heat conduction problems are presented. 
The temperature fields under concentrated and normally-circular heating are analyzed 
in detail. 
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МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ КОНДУКТИВНО-ПРОМЕНЕВОГО 
ТЕПЛООБМІНУ МІЖ ЦИЛІНДРИЧНОЮ ТА N -КУТНОЮ ПРИЗМАТИЧНОЮ 
ОБОЛОНКАМИ 
 

Çàïèñàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ³ çàïðîïîíîâàíî àíàë³òè÷íî-÷èñåëüíó ìåòî-
äèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ êîíäóêòèâíî-ïðîìåíåâîãî òåïëîîáì³íó ì³æ öè-
ë³íäðè÷íîþ îáîëîíêîþ ³ ïîâåðõíåþ N -êóòíî¿ ïðèçìè. Äëÿ àïðîêñèìàö³¿ 
ãóñòèíè ïîòîêó ïàäàþ÷î¿ ïðîìåíåâî¿ åíåðã³¿ âèêîðèñòàíî âîñüìèâóçëîâ³ 
ãðàíè÷í³ åëåìåíòè. 

 
МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОНДУКТИВНО-ЛУЧИСТОГО ТЕПЛООБМЕНА 
МЕЖДУ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ И N -УГОЛЬНОЙ ПРИЗМАТИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКАМИ 
 
Çàïèñàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïðåäëîæåíà àíàëèòèêî-÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà 
ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíäóêòèâíî-ëó÷èñòîãî òåïëîîáìåíà ìåæäó öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êîé è ïîâåðõíîñòüþ N -óãîëüíîé ïðèçìû. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè ïî-
òîêà ïàäàþùåé ëó÷åâîé ýíåðãèè ïðèìåíåíû âîñüìèóçëîâûå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû. 
 
METHODS FOR SOLUTION OF PROBLEM ON CONDUCTIVE-RADIAL HEAT EXCHANGE 
BETWEEN CYLINDRICAL AND N -ANGULAR PRISMATIC SHELLS 
 
A mathematical model is written and numerical-analytical technique for solution of the 
problem on conductive-radial heat exchange between a cylindrical shell and the surface 
of N -angular prism is proposed. The eight-nodal boundary elements are utilized for 
approximation of the flux density of incident radiant energy. 
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ПОБУДОВА ІТЕРАЦІЙНОЇ СХЕМИ ВИЗНАЧЕННЯ РОЗПОДІЛУ 
ДЕПРЕСІЇ ТИСКУ В ГОРИЗОНТАЛЬНИХ ТРУБОПРОВОДАХ 
 

Òå÷³ííÿ ãàçó â òðóáîïðîâîäàõ ó íåñòàö³îíàðíîìó âèïàäêó îïèñóºòüñÿ íåë³-
í³éíîþ ñèñòåìîþ âçàºìîçâ’ÿçàíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè 
ïîõ³äíèìè. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á ë³íåàðèçàö³¿ âèõ³äíî¿ ñèñòåìè, çíàéäåíî ¿¿ 
ðîçâ’ÿçîê ³ ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó ³òåðàö³éíî¿ ñõåìè âèçíà÷åííÿ ðîçïîä³ëó 
òèñêó ïî äîâæèí³ òðóáè. 

 
ПОСТРОЕНИЕ ИТЕРАЦИОННОЙ СХЕМЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДЕПРЕССИИ ДАВЛЕНИЯ В ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ ТРУБОПРОВОДАХ  
 
Òå÷åíèå ãàçà â òðóáîïðîâîäàõ â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé 
ñèñòåìîé âçàèìîñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû, íàéäåíî åå ðåøåíèå è 
ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîé ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëå-
íèÿ ïî äëèíå òðóáû.  
 
ITERATION SCHEME CONSTRUCTION FOR DETERMINATION OF PRESSURE 
DEPRESSION DISTRIBUTION IN HORIZONTAL CONDUITS  
 
Gas flow in conduits in the non-stationary case is described by a nonlinear system of 
correlative differential equations in partial derivatives. The initial system linearization 
method is offered, the solution to this system is found and the iteration scheme 
construction for determination of the pressure distribution along the tube length is 
considered in the given work. 
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