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Âñi ðîçãëÿäóâàíi â öié ðîáîòi êiëüöÿ ¹ êîìóòàòèâíèìè ç âiäìiííîþ âiä
íóëÿ îäèíèöåþ. ×åðåç GLn(R) ïîçíà÷èìî ãðóïó âñiõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü
ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè êiëüöÿ R. Ïiä åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè ç åëå-
ìåíòàìè êiëüöÿ ðîçóìi¹ìî êâàäðàòíi ìàòðèöi òàêèõ òèïiâ: 1) äiàãîíàëü-
íi ç îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi; 2) ìàòðèöi, âiäìiííi
âiä îäèíè÷íî¨ äåÿêèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïîçà ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ;
3) ìàòðèöi, îòðèìàíi ç îäèíè÷íî¨ ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ ÷è ñòîâï÷èêiâ.
Ãðóïó âñiõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R ïî-
çíà÷àòèìåìî GEn(R). Êiëüöå íàçèâàþòü åëåìåíòàðíî ãîëîâíèì [1], ÿêùî
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíóþòü òàêèé åëåìåíò d ∈ R i ìàòðèöÿ
Q ∈ GE2(R), ùî (a, b)Q = (d, 0).

Íîðìîþ íàä êiëüöåì R íàçèâàþòü òàêå âiäîáðàæåííÿ φ : R → N∪{0},
ùî 1) φ(0) = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a = 0; 2) φ(ab) ≥ φ(a) äëÿ äîâiëüíèõ
òàêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R, ùî ab ̸= 0.

Íåõàé k � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, a, b ∈ R, ïðè÷îìó b ̸= 0. ßêùî
iñíóþòü òàêi åëåìåíòè qi, ri ∈ R, i = 1, . . . , k, ùî

a = bq1 + r1, b = r1q2 + r2, . . . , rk−2 = rk−1qk + rk, (1)

òî ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîñòåé (1) íàçèâà¹òüñÿ k-÷ëåííèì ëàíöþãîì ïîäiëüíî-
ñòi äëÿ ïàðè åëåìåíòiâ a, b [2]. Ïàðà åëåìåíòiâ (a, b), äå b ̸= 0, ç êiëüöÿ R
íàçèâà¹òüñÿ k-åâêëiäîâîþ ïàðîþ ñòîñîâíî íîðìè φ, ÿêùî φ çàäîâîëüíÿ¹
äâi óìîâè iç îçíà÷åííÿ íîðìè òà iñíó¹ òàêèé k-÷ëåííèé ëàíöþã ïîäiëü-
íîñòi âèãëÿäó (1), ùî φ(rk) < φ(b). Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ k-åâêëiäîâèì
êiëüöåì [2] ñòîñîâíî íîðìè φ, ÿêùî (a, b) � k-åâêëiäîâà ïàðà äëÿ äî-
âiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R, b ̸= 0. Åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçâåìî � k-
åâêëiäîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà b ∈ R, ïàðà (a, b)
� k-åâêëiäîâà. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R, äå aR + bR = R, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
λ ∈ R, ùî a+ bλ � k-åâêëiäîâèé åëåìåíò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � êiëüöå. Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

(1) R � êiëüöå k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1;
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(2) äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R, òàêèõ ùî aR+ bR = R i 0 ̸= c ∈ R, iñíóþòü
y, d ∈ R i ìàòðèöÿ Q ∈ GE2(R), ùî (a+ by, c)Q = (d, 0).

Êiëüöåì Áåçó [3] íàçèâàþòü êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðî-
äæåíèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì.

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêå êiëüöå Áåçó k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1 ¹ åëåìåíòàðíî
ãîëîâíèì.

Òåîðåìà 3. Äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì k-åâêëiäîâîãî
ðàíãó 1 ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ñêií÷åííèé äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 4. Íåõàé R � êiëüöå k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1 i I íåíóëüîâèé
iäåàë R. Òîäi R/I ¹ êiëüöåì k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 5. Íåõàé R,R1, R2 � êiëüöÿ, òàêi, ùî R = R1 × R2. Òîäi
R ¹ êiëüöåì k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R1 i R2 ¹
êiëüöÿìè k-åâêëiäîâîãî ðàíãó 1.
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