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В останні роки тема розширення основних положень теорії ймовірностей та 
математичної статистики, а також понять класичної міри з дійсних на 
гіперкомплексні числа, активно досліджуються у зв’язку з можливими 
застосуваннями в математиці та фізиці. [1, 2, 3, 4]. У цій роботі розширено 
поняття ймовірнісної міри на випадок, коли міра приймає значення в алгебрі 
бігіперболічних чисел  

𝕎ସ = {𝑎଴ + 𝑎ଵ𝒆 + 𝑎ଶ𝒇 + 𝑎ଷ𝒈, 𝑎௜ ∈ ℝ, 𝑖 = 0,1,2,3}, 
де 𝒆ଶ = 𝒇ଶ = 𝒈ଶ = 1, 𝒆𝒇 = 𝒇𝒆 = 𝒈, 𝒆𝒈 = 𝒈𝒆 = 𝒇, 𝒇𝒈 = 𝒈𝒇 = 𝒆. 

Лема 1 [5]. Кожне бігіперболічне число 𝜶 можна подати у вигляді  
𝜶 = 𝑟ଵ𝒊ଵ + 𝑟ଶ𝒊ଶ + 𝑟ଷ𝒊ଷ + 𝑟ସ𝒊ସ, 

де 𝒊௞ ‒ ідемпотенти алгебри 𝕎ସ, 𝑟௞ ∈ ℝ, 𝑘 = 1,2,3,4.  
Введемо на 𝕎ସ  відношення часткового порядку ≼  таким чином: 𝜶 ≼

𝜷 ⟺ 𝜷 − 𝜶 ∈ 𝕎ସ
ା ≔ {𝑥ଵ𝒊ଵ + 𝑥ଶ𝒊ଶ + 𝑥ଷ𝒊ଷ + 𝑥ସ𝒊ସ| 𝑥௞ ≥ 0, 𝑘 = 1,2,3,4}.  Якщо 

𝜶 ≼ 𝜷,  але 𝜶 ≠ 𝜷,  то позначаємо 𝜶 ≺ 𝜷.  Позначимо через 𝐴𝒙  множину 
бігіперболічних чисел, які є 𝕎ସ-непорівнюваними з 𝒙 ∈ 𝕎ସ.  

Означення 1. 𝕎ସ -значним модулем бігіперболічного числа 𝜶 = 𝑟ଵ𝒊ଵ +
𝑟ଶ𝒊ଶ + 𝑟ଷ𝒊ଷ + 𝑟ସ𝒊ସ будемо називати величину  

|𝜶|𝕎ర
= |𝑟ଵ𝒊ଵ + 𝑟ଶ𝒊ଶ + 𝑟ଷ𝒊ଷ + 𝑟ସ𝒊ସ|𝕎ర

= |𝑟ଵ|𝒊ଵ + |𝑟ଶ|𝒊ଶ + |𝑟ଷ|𝒊ଷ + |𝑟ସ|𝒊ସ ∈ 𝕎ସ
ା, 

де |𝑟ଵ|, |𝑟ଶ|, |𝑟ଷ|, |𝑟ସ| є звичайними модулями від дійсних чисел.  
Означення 2. Послідовність бігіперболічних чисел {𝜶௡}௡ஹଵ, 𝑛 ∈ ℕ 

будемо називати збіжною до  𝜶 ∈ 𝕎ସ,  якщо для ∀𝜀 ∈ 𝕎ସ
ା\{0}  ∃𝑁 ∈

ℕ: |𝜶௡ − 𝜶|𝕎ర
≺ 𝜀 для всіх 𝑛 > 𝑁. Позначається lim

௡→ஶ
𝜶௡ = 𝜶.  

Означення 3. Нехай (𝛺, 𝛴) – вимірний простір. Функція 𝑷𝕎ర
: 𝛴 → 𝕎ସ 

називається 𝕎ସ -значною ймовірнісною мірою (або бігіперболічною 
ймовірністю) на 𝜎-алгебрі подій 𝛴, якщо виконуються умови:  

1) 𝑷𝕎ర
(𝐴) ≽ 0, ∀𝐴 ∈ Σ;  

2) 𝑷𝕎ర
(𝛺) = 𝜻, де 𝜻 = 1, 𝒊ଵ, 𝒊ଶ, 𝒊ଷ, 𝒊ସ;  

3) Для довільної послідовності {𝐴௡, 𝑛 ≥ 1} ⊂ 𝛴  попарно несумісних 
випадкових подій має місце 𝑷𝕎ర

(⋃ 𝐴௡
ஶ
௡ୀଵ ) = ∑ 𝑷𝕎ర

(𝐴௡)ஶ
௡ୀଵ . 

Триплет ൫𝛺, 𝛴, 𝑷𝕎ర
൯ називається 𝕎ସ-ймовірнісним простором.  
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Кожна 𝕎ସ-значна ймовірнісна міра може бути зображена у вигляді  
𝑷𝕎ర

(𝐴) = 𝑃ଵ(𝐴)𝒊ଵ + 𝑃ଶ(𝐴)𝒊ଶ + 𝑃ଷ(𝐴)𝒊ଷ + 𝑃ସ(𝐴)𝒊ସ, 
де 𝑃ଵ(𝐴), 𝑃ଶ(𝐴), 𝑃ଷ(𝐴), 𝑃ସ(𝐴) є ℝ-значними ймовірнісними мірами.  

Топологія, індукована бігіперболічною нормою ‖∙‖𝕎ర
 у 𝕎ସ  породжує 

борелевську 𝜎-алгебру 𝔅𝕎ర
 на 𝕎ସ.  

Означення 4. Нехай ൫𝛺, 𝛴, 𝑷𝕎ర
൯  – 𝕎ସ -ймовірнісний простір. Функція 

𝑿𝕎ర
(𝜔): 𝛺 → 𝕎ସ  така що 𝑿𝕎ర

ିଵ (𝐴) ∈ 𝛴  для кожної відкритої множини A у 
𝕎ସ  називається 𝕎ସ -значною випадковою величиною. Тобто, 𝕎ସ -значна 
випадкова величина є 𝕎ସ-значною вимірною функцією на 𝛺.  

Кожну 𝕎ସ -значну випадкову величину 𝑿𝕎ర
(𝜔)  можна записати у 

вигляді:  
𝑿𝕎ర

(𝜔) = 𝑋ଵ(𝜔)𝒊ଵ + 𝑋ଶ(𝜔)𝒊ଶ + 𝑋ଷ(𝜔)𝒊ଷ + 𝑋ସ(𝜔)𝒊ସ, 
де 𝑋ଵ(𝜔), 𝑋ଶ(𝜔), 𝑋ଷ(𝜔), 𝑋ସ(𝜔) є ℝ-значними випадковими величинами на 𝛺.  

Теорема 1. 𝕎ସ-значна функція 𝑿𝕎ర
(𝜔) на вимірному просторі (𝛺, 𝛴) є 

𝕎ସ -значною випадковою величиною тоді і тільки тоді, коли ൛𝜔 ∈

𝛺|𝑿𝕎ర
(𝜔) ≻ 𝒙 або 𝑿𝕎ర

(𝜔) ∈ 𝐴௫ൟ ∈ 𝛴 для всіх 𝒙 ∈ 𝕎ସ.  
Теорема 2. Нехай 𝑿𝕎ర

(𝜔)  є 𝕎ସ -значною випадковою величиною на 

൫𝛺, 𝛴, 𝑷𝕎ర
൯. Тоді еквівалентними є умови:  

(і) ൛𝜔 ∈ 𝛺|𝑿𝕎ర
(𝜔) ≼ 𝒙 ൟ ∈ 𝛴 для ∀𝒙 ∈ 𝕎ସ;  

(іі) ൛𝜔 ∈ 𝛺|𝑿𝕎ర
(𝜔) ≻ 𝒙 або 𝑿𝕎ర

(𝜔) ∈ 𝐴𝒙ൟ ∈ 𝛴 для ∀𝒙 ∈ 𝕎ସ;  

(ііі) ൛𝜔 ∈ 𝛺|𝑿𝕎ర
(𝜔) ≽ 𝒙 або 𝑿𝕎ర

(𝜔) ∈ 𝐴௫ൟ ∈ 𝛴 для ∀𝒙 ∈ 𝕎ସ;  

(іv) ൛𝜔 ∈ 𝛺|𝑿𝕎ర
(𝜔) ≺ 𝒙 ൟ ∈ 𝛴 для ∀𝒙 ∈ 𝕎ସ.  
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ELEMENTS OF PROBABILITY THEORY WITH VALUES IN 

BIHYPERBOLIC ALGEBRA 
 
In this paper we extend the concept of a probabilistic measure to the case where the measure 
takes values in the algebra of bihyperbolic numbers.  


