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Дослідженню рівняння Ляпунова та застосуванню його методів у 

скінченновимірому та нескінченновимірному випадках присвячено багато 
робіт. Слід зауважити, що як правило досліджуються коректні нерезонансні 
задачі, коли існує єдиний розв’язок який неперервно залежить від правих 
частин рівняння. У даній роботі досліджується нерегулярна (резонансна) 
крайова задача для нелінійно збуреного рівняння Ляпунова у просторі 
Гільберта на відрізку, правий кінець якого залежить від параметра 𝜀. У 
загальному випадку така задача може бути узагальненою нормально-
розв’язною з оператором в лінійній частині, який у загальному випадку може 
мати незамкнену множину значень [1]. Така задача може бути дослідженою за 
допомогою оберененого оператора [2]. 

1. Постановка задачі. Розглянемо автономну крайову задачу  
𝑍̇(𝑡, 𝜀) = 𝐴𝑍(𝑡, 𝜀) − 𝑍(𝑡, 𝜀)𝐵 + 𝜀𝑅(𝑍(𝑡, 𝜀), 𝜀) + Φ, (1) 

𝑙𝑍(∙, 𝜀) = 𝛼 + 𝜀𝐽(𝑍(∙, 𝜀), 𝜀), (2) 
де 𝑍 = 𝑍(𝑡, 𝜀) невідома оператор-функція з простору 𝐶ଵ൫[𝑎; 𝑏(𝜀)]; ℒ(𝐻ଵ)൯ ×

𝐶(0; 𝜀଴] для фіксованого 
𝜀଴ > 0; 𝐴, 𝐵, Φ, 𝛼 – постійні зліченновимірні матриці; 𝑅(𝑍(𝑡, 𝜀), 𝜀) – нелінійна 
за змінною 𝑍 оператор-функція, неперервно-диференційована по 𝑍(𝑡, 𝜀) в 
околі породжуючого розв’язку і неперервна по 𝜀 в околі нуля: 𝑅(𝑍(∙, 𝜀)) ∈
𝐶ଵ[||𝑍 − 𝑍଴||] ≤ 𝑞]; 𝑅(𝑍,∙) ∈ 𝐶(0; 𝜀଴]; 𝑞 та 𝜀 – достатньо малі константи; 𝑙 – 
лінійний неперервний оператор 𝑙: 𝐶ଵ൫[𝑎; 𝑏(𝜀)]; ℒ(𝐻ଵ)൯ →  𝐻ଶ і 𝐽(𝑍(∙, 𝜀), 𝜀) – 
нелінійний обмежений оператор неперервно-диференційований по 𝑍 у 
розумінні Фреше. 

2. Основні результати. 
2.1. Лінійна задача. При 𝜀 = 0 отримаємо породжуючу автономну 

крайову задачу 
𝑍଴̇(𝑡) = 𝐴𝑍଴(𝑡) − 𝑍଴(𝑡)𝐵 + Φ, (3) 

𝑙𝑍଴(∙) = 𝛼, (4) 
де 𝑍଴(𝑡) ∈ 𝐶ଵ൫[𝑎; 𝑏∗]; ℒ(𝐻ଵ)൯, 𝑏∗ = 𝑏(0). 
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Теорема 1. Нехай оператор L є узагальнено-оборотним. Тоді крайова 
задача (3), (4) має розв’зки тоді й тільки тоді, коли виконується наступна 
умова 

𝒫ே(௅∗) ൥𝛼 − 𝑙 න 𝐾ఛ
∙ [𝛷]𝑑𝜏

∙

଴

൩ = 0. (5) 

За виконання даної умови розв’язки крайової задачі (3), (4) мають такий 
вигляд: 

𝑍଴(𝑡, 𝐶) = 𝐾଴
௧ൣ𝒫ே(௅)𝐶൧ + (𝐺[Φ, α])(𝑡),  

де узагальнений оператор Гріна визначається таким чином 

(𝐺[Φ, α])(𝑡) = න 𝐾ఛ
௧[Φ]𝑑𝜏

௧

଴

− 𝐾଴
௧[𝐿ି𝑙 න 𝐾ఛ

∙ [Φ]𝑑𝜏]

∙

଴

+ 𝐾଴
௧[𝐿ି𝛼]. 

Теорема 2. Нехай оператор L має узагальнений L-допустимий 
підпростір X. Тоді: 

1 a) Крайова задача (3) (4) має сильні узагальнені розв’язки тоді й тільки 
тоді, коли виконується умова 

𝒫ே(௅∗) ൥𝛼 − 𝑙 න 𝐾ఛ
∙ [𝛷]𝑑𝜏

∙

଴

൩ = 0; 

якщо 𝛼 − 𝑙 ∫ 𝐾ఛ
∙ [𝛷]𝑑𝜏

∙

଴
∈ 𝑅(𝐿), то розв’язки будуть звичайними 

класичними; 
1 b) За виконання даної умови розв’язності: 

𝐿𝑀 = 𝛼 − 𝑙 න 𝐾ఛ
∙[𝛷]𝑑𝜏

∙

଴

 

множина сильних узагальнених розв’язків має вигляд  
𝑍଴(𝑡, 𝐶) = 𝐾଴

௧ൣ𝒫ே(௅)𝐶൧ + (𝐺[𝛷, 𝛼])(𝑡),  
де узагальнений оператор Гріна визначається таким чином 

(𝐺[𝛷, 𝛼])(𝑡) = න 𝐾ఛ
௧[𝛷]𝑑𝜏

௧

଴

− 𝐾଴
௧[𝐿௑

ି𝑙 න 𝐾ఛ
∙ [𝛷]𝑑𝜏]

∙

଴

+ 𝐾଴
௧[𝐿௑

ି𝛼]; 

2 a) Крайова задача (3) (4) має сильні узагальнені квазірозв’язки тоді й 
тільки тоді, коли виконується умова 

𝒫ே(௅∗) ൥𝛼 − 𝑙 න 𝐾ఛ
∙ [𝛷]𝑑𝜏

∙

଴

൩ ≠ 0; 

2 b) За виконання даної умови розв’язності: 

𝒫ே(௅∗) ൥𝛼 − 𝑙 න 𝐾ఛ
∙ [𝛷]𝑑𝜏

∙

଴

൩ ≠ 0; 
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множина сильних узагальнених розв’язків має вигляд 
𝑍଴(𝑡, 𝐶) = 𝐾଴

௧ൣ𝒫ே(௅)𝐶൧ + (𝐺[𝛷, 𝛼])(𝑡),  
де узагальнений оператор Гріна визначається таким чином 

(𝐺[𝛷, 𝛼])(𝑡) = න 𝐾ఛ
௧[𝛷]𝑑𝜏

௧

଴

− 𝐾଴
௧[𝐿௑

ି𝑙 න 𝐾ఛ
∙[𝛷]𝑑𝜏]

∙

଴

+ 𝐾଴
௧[𝐿௑

ି𝛼]. 

2.2 Нелінійна задача. 
Теорема 3. Нехай автономна крайова задача  

𝑍̇(𝜏, 𝜀) = 𝐴𝑍(𝜏, 𝜀)𝐵 − 𝑍(𝜏, 𝜀)𝐵 + 𝛷 +

+𝜀 ቀ𝛽(𝜀)(𝐴𝑍(𝜏, 𝜀)𝐵 − 𝑍(𝜏, 𝜀)𝐵 + 𝛷) + ൫1 + 𝜀𝛽(𝜀)൯𝑅(𝑍(𝜏, 𝜀), 𝜀)ቁ , (6)
 

𝑙𝑍(∙, 𝜀) = 𝛼 + 𝜀𝐽(𝑍(∙, 𝜀), 𝜀), (7) 
має розв’язок 𝑍(𝜏, 𝜀) ∈ 𝐶ଵ൫[𝑎; 𝑏∗];  ℒ(𝐻ଵ)൯ × 𝐶(0; 𝜀଴], який при 𝜀 = 0 
обертається у породжуючий розв’язок 𝑍଴(𝜏, 0) = 𝑍଴(𝜏, 𝐶଴) задачі (3), (4). Тоді 
оператор С଴ ∈ ℒ(𝐻ଵ) задовольняє операторне рівняння  

𝒫ே(௅∗) ቎𝐽(𝑍଴(∙, 𝐶଴), 0) − 𝑙 න 𝐹଴(𝜏, 𝐶଴)𝑑𝜏

௕∗

଴

቏ = 0. 
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AUTONOMOUS NONLINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR 

LYAPUNOV EQUATION IN THE HILBER SPACE 

The paper is devoted to investigation of boundary value problems for the Lyapunov equation 
in the Hilbert space. We consider case when interval of the corresponding problem depends 
on the parameter. Necessary and sufficient conditions of the existence of generalized solutions 
of the corresponding problem are obtained. 

 


