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Розв’язано квазістатичну задачу термопружності для піддатливої зсувові [1] 
циліндричної оболонки скінченної довжини, яка зазнає дії осесиметричних 
джерел тепла, що описуються функцією густини  
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де x  – віднесена до радіуса R  осьова координата, 
2/ ( )t R   – безрозмір-

ний параметр реального часу t , /v tC   , C ,   та t  – теплоємність, 

густина і коефіцієнт теплопровідності матеріалу, a  – ширина кільця нагрі-

вання оболонки, 0 – коефіцієнт згасання джерел, ( )x  – функція одинич-

ного стрибка Хевісайда, а 0 , , kQ C C
 – задані константи. 

Розв’язок отримано методом інтегральних перетворень Лапласа рівняння 
теплопровідності [2] за умови відсутності температури при 0  з наступним 
поданням рядом Фур’є розв’язку задачі згину серединної поверхні оболонки з 
нульовими на її кінцях 0x   та x l  кутами повороту і перерізуючими силами. 

Розглянуто чотири розподіли джерел (1), для яких отримано такі вирази тем-
ператури, нормальних прогинів оболонки, кільцевих зусиль та згинних моментів  
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де 
2

0 0 / , / ,t t nq R Q n l      
4 4 2 2 42 4n n ng k     , 

2 4/ (2 )g k  – пара-

метр взаємозсуву волокон оболонки, 
22 / ( ),g E k G   

4 2 24 3(1 )( / )k R h  , 
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h  – товщина оболонки, E  – модуль Юнга,   – коефіцієнт Пуассона, k   і G   – 

коефіцієнт і модуль зсуву, t  – коефіцієнт лінійного розширення матеріалу 

оболонки. Функції 
( ) ( ), ( 0,1, 2,3,...)j
n n    визначаються рівностями: 
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2 2 / ( )tR h   ,   – коефіцієнт тепло-

віддачі поверхні оболонки, а верхній індекс 1,2,3,4j   у виразах 
( ) ( )j
n   

означає порядковий номер джерел ( ; )jQ x  , які за певних значень коефі-

цієнтів у виразі (1) набувають вигляду: 
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Зауважимо, що формули (3)–(5) наведено для 0   , однак у випадку 

0    за правилом Лопіталя–Бернуллі з них легко отримати відповідні їм 

аналогічні рівності, яких тут не подаємо.  
Аналіз показав, шо кільцеві зусилля та осьові моменти в оболонці сягають 

найвищих рівнів за різних для окремих розподілів (6) та (7) значень  , однак 
за усіх розподілів вони набувають максималних значень у початку відліку 

0x   і незалежно від ширини кільця нагріву допоки (0; / 4)a l . 

При подальшому розширенні поясу нагрівання ( / 4; )a l l  точки макси-

мумів зусиль і моментів одночасно з пониженням їх рівня неухильно рухаються 
до правого кінця оболонки. У граничному випадку при a l  з (2)–(5) 
випливають формули, що описують вільне теплове розширення оболонки, за 
якого температура і прогини (розширення радіуса) набувають незалежних від 
осьової координати x  значень, а зусилля та моменти відсутні в усіх її перерізах.  

Якщо ж ширину кільця нагріву спрямувати до нуля, утримуючи при 
цьому її добуток з густиною джерел постійним, то за першою важливою 
границею з тих же формул (2) – (5) отримуємо вирази, які визначають найвищі 
рівні зусиль та моментів в оболонці з максимумами їх значень у точці 0x  :  

1
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1
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де зірочкою позначені безрозмірні величини: 
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При цьому відповідні максимальним рівням зусиль та моментів критичні 

значення   наступають (крім розподілу 3Q ) дещо раніше від тих значень, за 

яких досягають своїх максимумів відповідні температурні поля, що пояснюється 
більшою градієнтністю температур на початкових стадіях процесу нагріву 
оболонки. Критичні значення параметра   для розглянутих режимів нагріву, 
а також відповідні їм розрахункові величини на лівому краю оболонки за різного 
ступеня податливості матеріалу зсувові, що визначається відношенням /E G , 
ілюструються побудованою за 0,3 , 0,1R  м, 0,005h  м, 2l   таблицею: 

1 2 3 4 0/ /( )
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2,334 0,947 6,397 2,801 0,8610 (0; )
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FINITESIMAL LENGTH CYLINDRICAL SHELL  
UNDER THE TIME-VARYING LOCAL HEAT SOURCES INFLUENCE 

 

Quasistatic problem of thermoelasticity for the finitesimal length cylindrical shell with ring 
distribution of thermal sources over four heating modes has been solved on the basis of the 
shear deformation model of the thin-walled elements of the structures. Thermoelastic state 
of the shell with the maximum values of design parameters was investigated for various 
ratios of the Young’s modulus and shear modulus of the material. 


