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Неоднорідні порожнисті циліндри широко використовують в різних галузях 

господарства і промисловості, зокрема, в якості трубопроводів чи посудин 

високого тиску, які зазвичай перебувають в умовах змінних теплових наван-

тажень. Для підвищення резерву міцності та зменшення рівня внутрішніх за-

лишкових деформацій, такі елементи конструкцій виготовляють з компози-

ційних матеріалів зі змінними пружними та теплофізичними характеристи-

ками. У зв’язку з цим набуває актуальності розробка моделей та ефективних 

методів дослідження розподілів температурних напружень і переміщень, що 

виникають внаслідок прикладення змінних теплових навантажень на поверх-

нях циліндрів з урахуванням залежності коефіцієнта Пуассона, модуля Юнга і 

коефіцієнта температурного розширення від координат. У цій роботі виве-

дено аналоги рівнянь Ляме плоскої неосесиметричної задачі термопружності 

для неоднорідного порожнистого циліндра, пружні та теплофізичні власти-

вості якого є довільними функціями радіальної координати. Отриману сис-

тему рівнянь в переміщеннях розв’язано шляхом зведення до системи ліній-

них інтегральних рівнянь другого роду способом, наведеним у праці [1].   

Розглянемо довгий порожнистий радіально-неоднорідний циліндр 

a r , де r  – безрозмірна радіальна координата, отримана шляхом відно-

шення відповідної розмірної координати до зовнішнього радіуса, consta  . 

Вважаючи, що циліндр знаходиться в умовах плоскої деформації, ставимо за 

мету визначити розподіли пружних переміщень за жорсткого закріплення 

його внутрішньої поверхні та закріплення з проковзуванням на зовнішній 

поверхні: 

( , ) , ( , ) ,
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 (1) 

Тут u  та v  відповідно радіальне та колове пружні переміщення. Відповідна 

крайова задача термопружності описується системою рівнянь: 



Конференція молодих учених «Підстригачівські читання – 2016», 

25–27 травня 2016 р., Львів 

http://www.iapmm.lviv.ua/chyt2016 

               

( ) ( ) ( )

( ) ( )

,
( )

( )

rr
rr

r
r r

r
r

rr
rr

vu u
u v u

r rr r r

E
G u T

G G

vG u
T

G r r

uv v
v

r rr


   







     
       

     

          
     

         

       
      

      


    

  ( )

.r
r

u
r

v u TG v
v

G r r rr



  
















   
  


       
        

    

 (2) 

Тут ( )r  – коефіцієнт Пуассона, ( )E r  – модуль Юнга, ( )r  – коефіцієнт лі-

нійного температурного розширення, ( ) ( ) / ( ( ))G r E r r    – модуль 

зсуву, ( , )T r   – температурне поле, отримане шляхом, наведеним у [2]. 

Зауважимо, що, якщо вищенаведені характеристики матеріалу є сталими, то 

система (2) зводиться до класичних рівнянь Ляме для однорідного матеріалу. 

Задачу (1), (2) розв’язано з використанням розвинення шуканих функцій 

в ряди Фур’є і зведенням до систем лінійних інтегральних рівнянь другого 

роду, які в свою чергу розв’язуються методом квадратурних формул [3]. 
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THERMOELASTICITY EQUATIONS IN TERMS OF DISPLACEMENTS 

FOR A RADIALLY-INHOMOHENEOUS CYLINDER 
 

A technique for solving a thermoelasticity problem in terms of displacements for a radially-

inhomoheneous cylinder is developed. This technique rests upon the reduction of the 

original systems of differential equations to systems of linear integral equations of the 

second kind.  

 


