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1. Постановка задачі. Розглядається задача про ковзний контакт штампа, що 
має прямолінійну основу та пружного клина 0 r≤ < ∞ , 0 αϑ≤ ≤  в умовах 
плоскої деформації. Нижня грань 0ϑ =  клина жорстко закріплена; у внут-
рішню частину 1l r l≤ ≤  верхньої грані ϑ α=  під дією нормальної P  та до-
тичної 0Pµ  сил ( 0µ  – коефіцієнт тертя), а також моменту М втискається 
штамп. У такому разі має місце повне проковзування вздовж усієї області 
контакту 1l r l≤ ≤ , на якій нормальні та дотичні напруження пов’язані зако-
ном тертя Амонтона (Кулона). Із застосуванням метода Вінера – Гопфа побу-
довано точний аналітичний розв'язок задачі. Наближені розв'язки у випадку 
гладкого контакту знайдені раніше методами ортогональних поліномів [1] і 
колокацій [2]. 

Крайові умови задачі наступні: 
 ( )0 1,       ,ru b r l r lϑ ϑ ϑϑ α ϑ α ϑ αε τ µ σ= = == − = − ≤ ≤   

 ( )10,   0    0 ,   ,r r l l rϑ ϑϑ α ϑ ασ τ= == = ≤ < < < ∞   

 ( )0 00,   0  0 .ru u rϑϑ ϑ= == = ≤ < ∞  (1) 

Невідомі константи b  і ε , які задають нормальне зміщення та кут пово-
роту штампа, визначаються з умов рівноваги 
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2. Інтергальне рівняння. Введемо невідому функцію нормальних кон-
тактних напружень та її перетворення Мелліна (G – модуль зсуву) 
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Тоді нормальні переміщення та напруження на грані ϑ α=  подамо у 
вигляді інтегралів Рімана – Мелліна з невідомою густиною ( )a s : 
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 2 2 2 2( ) (3 4) (cos 2 1) 2 sin 8( 1) ,s m m s m s mα α∆ = − − − + −  (4) 

де m – стала Пуассона. 
Розв’язок (4) задовольняє всі крайові умови (1), окрім першої. Підстави-

мо в цю умову вираз для колових переміщень із (4) з урахуванням (3). Після 
заіни змінних ,  r le y leξ η− −= =  для нової невідомої функції ( )ϕ η =  

( )g le eη η− −=  отримаємо інтегральне рівняння з різницевим ядром на скінчен-
ному проміжку ( 1ln( )a l l= , s i= − τ ) 
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3. Розв’язання інтегрального рівняння. Використовуючи підхід робо-
ти [3], інтегральне рівняння (5) із застосуванням метода Вінера – Гопфа зве-
демо до нескінченної системи алгебраїчних рівнянь відносно невідомих kz±  
( 1,2,...k = ): 
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де ns  і ns′  – корені рівняння ( ) 0sλ =  із півплощин Re 0s >  та Re 0s < , nδ  – 
корені рівняння ( ) 0s∆ =  із півплощини Re 0s >  ( )1, 2, ...n = . 

Система рівнянь (6) є регулярною системою з експоненціально спадни-
ми коефіцієнтами. Її розв’язок знаходимо у рядах за степенями малого пара-
метра 0 1< λ < . Для коефіцієнтів рядів отримано рекурентні співвідношення. 
Розв’язок системи рівнянь (6) подамо у вигляді 

 ( ) .k k kz z b l z± ± ±= ε +  (7) 

Тоді з умов рівноваги (2) одержуємо лінійну систему рівнянь 

 ( ) ( )11 12 21 22
1 1,    1

22 2
aK i Ma a b a a b e

Pl
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π π

+
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 (8) 

з визначеними коефіцієнтами ( ) , 1, 2,...mka m k = , з якої знаходимо парамет-

ри (2 )Gl Pε = ε  та (2 )b G P b= . 

4. Контактні напруження та переміщення вільної грані клина. Кон-
тактні напруження виражаються через розв’язок нескінченної системи алгеб-
раїчних рівнянь (6) у такому вигляді: 
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В аналогічному вигляді отримано колові та радіальні переміщення віль-
ної межі клина. 

На рис. 1, 2 подано результати обчислень нормальних контактних нап-
ружень та колових переміщень точок грані ϑ α=  пружного клина з кутом 
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розхилу 4α = π  за відсутності моменту ( 0M = , 10 3m = ). Суцільні криві 
відповідають 0 0.5µ =  (рух штампа від вершини клина), пунктирні – 

0 0.5µ = −  (рух штампа до вершини), штрихпунктирні – 0 0µ =  (гладкий кон-
такт). 

Розподіл безрозмірних нормальних контактних напружень σ =  

( ) 1
1l l P ϑ ϑ ασ−

== −  показано на рис. 1. Криві 1 відповідають відносному роз-

міру області контакту 1 2l l = , криві 2 – 1 6l l = . 
На рис. 2 зображені безрозмірні колові переміщення ( )2u G Pϑ = ×  

uϑ ϑ α=× , які характеризують форму деформованої верхньої грані клина у ви-

падку 1 2l l = . 
 

 
         Рис. 1                     Рис. 2 
 
На рис. 1, 2 проілюстровано вплив тертя на асиметричність розподілу 

контактних напружень та величину просідання і повороту штампа. 
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SLIDING CONTACT OF PUNCH WITH ELASTIC WEDGE 
 

The contact interaction of punch with rectilinear base and elastic wedge is 
considered. One facet of the wedge is fixed. Using the method of Wiener–Hopf the 
analytic solution of the problem was obtained. The distribution of contact stresses 
and the displacements on free boundary of the wedge were found. 

 


